Las relaciones de semejanza y congruencia en geometría plana, una propuesta didáctica para la educación básica by Cárdenas Cuesta, Diana Patricia
LAS RELACIONES DE SEMEJANZA Y
CONGRUENCIA EN GEOMETRÍA PLANA,
UNA PROPUESTA DIDÁCTICA
PARA LA EDUCACIÓN BÁSICA.
DIANA PATRICIA CARDENAS CUESTA
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
FACULTAD DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS
BOGOTÁ, D.C.
2013
LAS RELACIONES DE SEMEJANZA Y
CONGRUENCIA EN GEOMETRÍA PLANA,
UNA PROPUESTA DIDÁCTICA
PARA LA EDUCACIÓN BÁSICA
DIANA PATRICIA CARDENAS CUESTA
Trabajo Final de Maestría presentado como requisito parcial para optar al título de:
Magister en enseñanza de las ciencias exactas y naturales
Director
Rodrigo Duque Baracaldo
Linea de investigación:
Pedagogía
Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias
Departamento de Matemáticas
Bogotá D.C.
2013
Dedicatoria
A Dios por hacer posible lo imposible . . .
A mi mamá, por todo lo que me ha
dado en esta vida, especialmente por sus sabios
consejos, por estar siempre a mi lado apoyándome
y colaborándome en los momentos más difíciles . . .
A Juan Esteban mi hijo, quién es mi motivación y alegría cada dia . . .
A mi Tía Ceci, Diego y mi Dadios por su incondicional
apoyo, y sabios consejos. . .
A Cesar... quien día a día es mi amigo y compañero de batalla.
i
Agradecimientos
El autor expresa sus agradecimientos a todos aquellos que de una u otra forma han colaborado, contribui-
do o aportado en el desarrollo de este trabajo; a la profesora Myriam Acevedo quien alguna vez propuso
el tema y al profesor Rodrigo Duque Baracaldo por su constante apoyo, dedicación y revisiones oportunas.
ii
Resumen
Los Estándares Básicos de Competencias, [11] plantean desde el primer grado de básica primaria, temas
relacionados con el pensamiento espacial y los sistemas geométricos, partiendo del reconocimiento y
clasificación de figuras bidimensionales, hasta llegar a la interpretación y aplicación de propiedades y
relaciones geométricas. En todos los grados se hace enfasis en el estudio de las relaciones de congruencia
y semejanza entre figuras que es el tema central de este trabajo. Con base a esto se plantea una propuesta
didáctica para la enseñanza de la geometría en los niveles de educación básica, tomando como directríz
los conceptos de congruencia y semejanza, que consta de dos partes, un plan de asignatura donde se
organizan los contenidos temáticos por ciclos para la enseñanza de la geometría y unas guías didácticas
para cada ciclo donde se desarrollan temas para la enseñanza - aprendizaje de la geometría que pueden
servir como material de apoyo para esta asignatura. La propuesta se origina tomando como referente
pedagógico la teoría del desarrollo de pensamiento geométrico de P. Van Hiele [26], los Estándares Básicos
de Competencias (2006) [11], y los Lineamientos curriculares de Matemáticas (1991) [16]. Será aplicada en
el colegio San Agustin IED jornada tarde y se pretende que los estudiantes logren visualizar, comprender
y aplicar los contenidos de esta asignatura para que puedan comenzar a trabajar más el pensamiento
geométrico en esta institucion educativa.
Además se proponen (ver anexo) algunas guías didácticas realizadas en el programa geogebra, para los
grados sexto y séptimo, en las cuales se realizan construcciones de triángulos, transformaciones geomé-
tricas, teniendo en cuenta sus propiedades y características, permitiendo la participación activa de los
estudiantes en el aula de clase para prepararlos para un nivel de deducción formal de los conceptos de
congruencia y semejanza que se abordaran con mayor profundidad en los grados octavo y noveno.
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Introducción
Observando los resultados poco satistactorios, tanto en las pruebas de estado como en las pruebas de
ingreso a la educación superior, por parte de los estudiantes del colegio San Agustin IED jornada tarde,
particularmente en los temas relacionados con la geometría surge la preocupación por la enseñanza de
esta asignatura en educación básica. El estudio de la geometría actualmente se ha visto limitado por el
reducido tiempo que se le dedica a la asignatura y por el manejo de las clases en torno al lápiz y papel.
Esto ha llevado a los estudiantes, a considerar la geometría como una asignatura superficial e incompleta.
Este trabajo se realizó con el objetivo de hacer una propuesta didáctica para el desarrollo de los conceptos
de semejanza y congruencia desde grado primero a noveno de educación básica, llamada “Un mundo de
formas y figuras,” para orientar el proceso de aprendizaje de los estudiantes de la geometría teniendo
como fundamento y referente pedagógico los niveles de Van Hiele, por medio de guías didácticas y el
programa geogebra como herramientas didácticas para su estudio.
Consta de cuatro capítulos que se desarrollan de la siguiente manera: En el capítulo 1 se hace una reseña
histórica de los conceptos de semejanza y congruencia. En el capítulo 2 se desarrolla el enfoque discipli-
nar, aquí se tratan temáticas específicas: La congruencia de segmentos, ángulos, triángulos, polígonos,
los criterios de semejanza en triángulos. En el capítulo 3 se presenta una breve reseña histórica de los
diversos estudios realizados sobre los niveles de Van Hiele y antecedentes sobre la enseñanza del concepto
de semejanza, como se plantea la enseñanza de la geometría tomando como referente los lineamientos y
estándares curriculares y se hace una revisión de algunos textos a nivel de básica secundaria para com-
parar los temas que desarrollan en geometría. En el capítulo 4 se hace una propuesta didáctica para la
enseñanza de la geometría desde primero hasta noveno grado, que pretende contribuir al desarrollo de
esta asignatura en cualquier institución educativa, planteando un plan de asignatura por ciclos y unas
guías didácticas que se pueden implementar. Estas se presentan como anexos al final del trabajo.
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Objetivos
Objetivo general
Diseñar una propuesta didáctica para la enseñanza de los conceptos de congruencia y semejanza en geo-
metría plana para los estudiantes de educación básica del Colegio San Agustin jornada tarde.
Objetivos específicos
Realizar un estudio histórico y disciplinar para profundizar sobre los conceptos de congruencia y
semejanza de figuras planas.
Revisar investigaciones y trabajos relacionados con el desarrollo del pensamiento geométrico en
particular los niveles de Van Hiele, para la enseñanza de la geometría.
Utilizar elementos de la geometría dinámica del programa geogebra para la elaboración de guías
didácticas que permitan la enseñanza de los conceptos de congruencia y semejanza de figuras.
Estudiar los estándares básicos de matemáticas, y los lineamientos curriculares de matemáticas
relacionados con el pensamiento espacial y geométrico.
Diseñar una propuesta didáctica para la enseñanza de la geometría de educación básica, tomando
como directriz los conceptos de semejanza y congruencia.
2
1. Antecedentes Históricos de los Conceptos de
Semejanza y Congruencia.
En la evolución de la geometría hay que resaltar las contribuciones de antiguas culturas, como la babilonia
y la egipcia, principalmente. En las diferentes etapas de su desarrollo, estas culturas dejaron textos,de
cuya interpretación se desprende sobre todo en el ámbito de sus aplicaciones prácticas, que van dirigidas
a la agrimensura y la construcción. La agrimensura tiene como objeto la medición de terrenos o el cálculo
de áreas de superficies limitadas de la tierra. De allí el nombre γωµτρα, geometría: “medición de la
tierra” (de γη˜ (geˆ) “tierra” más µτρα (metría), “medición”). [1]
Las primeras civilizaciones mediterráneas adquieren poco a poco los conocimientos geométricos de ca-
rácter eminentemente práctico. La geometría en el antiguo Egipto estaba bastante desarrollada, como
admitieron Heródoto, Estrabón y Diodoro, quienes aceptaban que los egipcios habían enseñado a los
griegos. Podían calcular el área de triángulos, rectángulos y trapecios. Conocian algunas fórmulas para
calcular volúmenes de cilindros y de prismas rectos. Manejaban una buena aproximación de pi (3 16 ). La
semejanza y la proporcionalidad no les era desconocida, se ve reflejado en la construcción de las pirámides.
[19].
Durante la revolución urbana en Mesopotamia y Egipto, los constructores de la época comienzan a realizar
las primeras aplicaciones de lo que hoy se conoce como teorema de Pitágoras, al trazar los ángulos de los
cimientos de las construcciones que por razones de equilibrio debían ser rectos y calcular las dimensiones
de las parcelas. Por ejemplo trazaban líneas perpendiculares sobre el terreno, utilizando una cuerda de
doce nudos equidistantes y tendiendola como se muestra en la figura.
Figura 1.1: Cuerda de 12 nudos.
La cultura mesopotámica, relacionada con ciudades como Ur (la patria chica de Abraham), Babilonia
(la ciudad del rey Hammurabi) y Nínive (antigua capital de Asiria), dejó mucha información geométrica
codificada en tablillas de cerámica a través de la escritura cuneiforme, relacionada con el cálculo de áreas
de figuras planas (triángulos, cuadrados, rectángulos y trapezoides) y el cálculo volúmenes de sólidos
como paralelepípedos y pirámides [2].
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1.1. Historia Griega
El origen de los conceptos de semejanza y congruencia se remotan al desarrollo de la geometría euclidiana,
que se fundamenta en axiomas (verdades absolutas) y teoremas. Uno de los primeros matemáticos griegos
fué Thales de Mileto ( siglo VI a.C), era un comerciante actividad que le permitió viajar a Egipto, donde
adquirió gran parte de su conocimiento y el interes por la geometría.
Se le atribuyen las siguientes proposiciones [19]:
1. Un diámetro divide a un círculo en dos partes iguales.
2. La suma de los ángulos de un triángulo es equivalente a dos rectos.
3. Los dos ángulos en la base de un triángulo isósceles son iguales.
4. En dos rectas que se cortan, los ángulos opuestos son iguales.
Figura 1.2: Ángulos opuestos por el vértice.
5. Cualquier triángulo inscrito en una circunferencia, de forma que uno de sus lados coincida con el
diámetro de la misma, es rectángulo.[20]
Figura 1.3: Triángulos inscritos en una circunferencia
Entre los teoremas que se le atribuyen a Thales, se encuentra uno que es piedra angular de la teoría de
la semejanza:
“Si dos triángulos tienen ángulos correspondientes de medidas iguales, entonces los lados correspondientes
están en una misma razón”.[24]
El teorema anterior se puede enunciar de la siguiente manera:
“Si dos triángulos ∆ABC y ∆A′B′C ′, son tales que ∠A = ∠A′, ∠B = ∠B′ ∠C = ∠C ′ entonces:
AB
A′B′
=
AC
A′C ′
=
BC
B′C ′
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Figura 1.4: Semejanza de Triángulos según Thales
Comentario 1: Dos triángulos ∆ABC y ∆A′B′C ′, que satisfagan las propiedades dadas en el Teorema
anterior se denominan triángulos semejantes (∆ABC∼∆A′B′C ′).
Otro teorema que se le atribuye a Thales es:
“Cuando dos rectas paralelas cortan a dos rectas secantes, determinan sobre estas segmentos proporcio-
nales.”
Figura 1.5: Rectas paralelas que se cortan con dos rectas secantes
Demostración. Como se muestra en la figura las paralelas BC y DE cortan a las secantes AB y AC. Se
han dibujado las alturas DK y HE del triángulo ∆ADE. Entonces el área del ∆ADE se puede expresar
como:
1
2
DA ·HE = 1
2
AE ·DK.
Al mismo tiempo los triángulos ∆BDE y ∆CED tienen la misma área puesto que tienen la misma base,
que será el lado DE y la misma altura que será la distancia entre las paralelas DE y BC, sus áreas serán
para ∆BDE = 12 BD ·HE y para el triángulo ∆CED = 12 CE ·DK.
Entonces se cumple la siguiente relacion entre áreas:
µ∆ADE
µ∆BDE
=
µ∆ADE
µ∆CED
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sustituyendo las expresiones anteriores se tiene que:
AD
BD
=
AE
CE
Dos colorarios importantes del teorema anterior son los siguientes:
Corolario 1.1. Podemos dividir cualquier segmento en el número natural de partes iguales que queramos.
Corolario 1.2. Si tenemos dos tríángulos con sus tres ángulos iguales entonces sus lados mantienen la
misma proporción y viceversa.
Existe una historia que cuenta cómo fue que Thales aplicó el Teorema: En un viaje que realizó a Egipto,
determinó la altura de la pirámide de Guiza. Para hacerlo midió la sombra de un bastón apoyado verti-
calmente sobre el suelo y la sombra de la pirámide. Suponiendo que los rayos del sol eran paralelos, el
triángulo formado por la altura de la pirámide, su sombra y el segmento que une los extremos resultaba
semejante al triángulo obtenido por el bastón, su sombra y el segmento que une los extremos de estos.
Así, determinó la altura de la pirámide estableciendo las proporciones entre las alturas y las sombras.
también se cuenta que para medir la altura de la pirámide, espero la hora del día en la cual los objetos y
sus respectivas sombras tenían la misma longitud, simplemente midió la sombra que se proyectaba sobre
el suelo.[24]
Otro teorema que se le atribuye a Thales es: “El ángulo inscrito en una semicircunferencia es recto.” La
demostración, realizada mediante un procedimiento deductivo se encuentra en la Proposición 32 del Libro
III de los Elementos de Euclides. Otro de los aportes que hizo Thales a la ciencia fue la introducción de
las demostraciones.
Pitágoras nacido en la isla de Samos en la primera mitad del siglo VI a.C. En la escuela pitagórica surge
la teoria griega de las proporciones, la cual era aplicable únicamente a magnitudes conmensurables, en-
tendiendo que dos magnitudes no nulas a y b son comnensurables cuando la razón entre ellas (ab ) es un
número racional, definición que se encuentra en el libro X de los Elementos de Euclides así: “Se llaman
magnitudes comensurables aquellas que se miden con la misma medida, e inconmensurables aquellas de
las que no es posible hallar una medida común.”
También se les atribuye a los pitagóricos la demostración de la proposicion 47 del libro I de los Elementos
de Euclides, cuyo enunciado es el siguiente: “En los triángulos rectángulos, el cuadrado del lado opuesto
al ángulo recto es igual a la suma de los cuadrados de los lados que comprenden el ángulo recto.” Esta
relación geométrica conocida hoy como el Teorema de Pitágoras, esta ligada a la fórmula para encontrar
las ternas pitagóricas, es decir dos números cuadrados cuya suma sea un número cuadrado, ya conocidas
por los babilonios.
1.2. Historia en Atenas
Eudoxo de Cnidos, 390 – 337 a.C, fue el principal matemático de la Academia de Platón. Su mayor
contribución fué la teoría de las proporciones, se le atribuye la siguiente proposición que figura en el libro
V de los Elementos de Euclides:
“Si una primera magnitud guarda la misma razón con una segunda que una tercera con una cuarta, cual-
quier equimúltiplo de la primera y la tercera, guardarán la misma razón con cualquier equimúltiplo de la
segunda y la cuarta respectivamente, tomados en el orden correspondiente.”
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A Eudoxo también se le atribuye la afirmación que se encuentra en el libro V de los Elementos de Euclides:
“Se dice que las magnitudes guardan razón entre sí, cuando al multiplicarse, puedan exceder la una a la
otra”.[4]
En general, Eudoxo introdujo la noción de magnitud, que no era un número pero servía para tratar
ángulos, segmentos, áreas, volúmenes, que variaban de una manera continua; mientras que los números
eran discretos, las magnitudes eran continuas. Para Eudoxo, una razón de magnitudes era una proporción,
es decir una identidad de dos razones fueran conmensurables o no.
1.3. Los Elementos de Euclides
Euclides (IV a.C) puso orden a los trabajos realizados por Thales y Eudoxo en los libros V y VI de los
Elementos.[8]
Los Elementos es una obra que consta de trece volúmenes, en los cuales Euclides recopila y sistematiza
gran parte del saber matemático de la época: Geometría y Teoría de Números. Los primeros seis libros
tratan sobre geometría plana, los tres siguientes sobre teoria de números, el libro X sobre las magnitudes
irracionales o inconmensurables y los tres ultimos sobre geometría de poliedros y otros sólidos.
El libro I de los Elementos, los fundamentos de la geometría, contienen 23 definiciones, 5 nociones comu-
nes, 5 postulados y 48 proposiciones. La obra completa tiene 5 postulados y 5 nociones comunes y 467
proposiciones. A continuación se relacionan los postulados y las nociones comunes que contiene esta obra.
Los postulados:
1. Se puede trazar una recta desde un punto a otro cualquiera.
2. Es posible extender un segmento de recta continuamente a una recta.
3. Es posible describir un círculo con cualquier centro y cualquier radio.
4. Que todos los ángulos rectos son iguales.
5. Que si una línea recta corta a otras dos rectas, formando con ellas ángulos interiores del mismo
lado menores que dos ángulos rectos, las dos líneas rectas, prolongadas indefinidamente, se cortan
del lado por el cual los ángulos son menores que dos ángulos rectos.
Las nociones comunes:
1. Cosas que son iguales a la misma cosa son iguales entre si.
2. Si iguales se suman a iguales, los resultados son iguales.
3. Si iguales se restan de iguales, los restos son iguales.
4. Cosas que coinciden una con otra son iguales entre si.
5. El todo es mayor que la parte.
Los primeros dos postulados legitiman el uso de la regla no marcada. La regla en la geometría euclidiana
tiene un solo propósito: trazar segmentos y prolongar los mismos a lo largo de una recta. A la regla no
le está permitido transportar longitudes, es decir, no sirve para medir. El tercer postulado garantiza la
construcción de circunferencias, dado el centro y el radio, y al igual que la regla, el compás, tampoco es
medio lícito para transportar longitudes.
En el libro V de los Elementos se desarrolla la teoría de las proporciones aplicable a las magnitudes
conmensurables e inconmensurables, contiene 18 definiciones y 25 proposiciones. Las definiciones que se
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encuentran en este libro son:
1. Entre dos magnitudes, la menor se llama parte (alícuota) de la mayor, cuando la mide (exactamente).
2. Una magnitud es multipla de la menor cuando es medida por ella (exactamente).
3. Razón es cualquier relación entre dos magnitudes del mismo género según su cantidad.
4. Dícese que dos magnitudes tienen razón entre sí, cuando cada una puede ser multiplicada en modo
de superar a la otra.
5. Dícese que la razón de una primera magnitud a una segunda es igual a la de una tercera a una
cuarta, cuando las primeras y las terceras igualmente multiplicadas o al mismo tiempo superan,
o al mismo tiempo son iguales o al mismo tiempo son inferiores que las segundas y las cuartas
igualmente multiplicadas.
6. Las magnitudes que tiene la misma razón se llaman proporcionales.
7. Cuando entre (cantidades) igualmente multiplicadas, el múltiplo de la primera supera al múltiplo
de la segunda, pero el múltiplo de la tercera no supera al múltiplo de la cuarta, se dice que la
primera tiene a la segunda una razón mayor que la tercera a la cuarta.
8. La proporción mínima es entre tres términos.
9. Cuando tres magnitudes son (continuamente) proporcionales, se dice que la primera con la tercera
tiene una razón duplicada de la que tiene con la segunda.
10. Si cuatro magnitudes son (continuamente) proporcionales, se dice que la primera tiene a la cuarta
una razón triplicada de la que tiene a la segunda, y siempre del mismo modo en adelante, cualquiera
que sea la proporción.
11. Se llaman homólogos los antecedentes con los antecedentes y los consecuentes con los consecuentes.
12. La razón se llama conmutada cuando se toma el antecedente con el antecedente y el consecuente
con el consecuente.
13. La razón se llama inversa cuando se toma el consecuente como antecedente y el antecedente en
lugar de su consecuente.
14. Componer la razón es tomar el antecedente con el consecuente como una sola cosa para el mismo
consecuente.
15. Substraer la razón es tomar el exceso del antecedente sobre el consecuente al mismo consecuente.
16. Convertir la razón es tomar el antecedente con la diferencia que hay entre el antecedente y el
consecuente.
17. Dícese razon igual cuando, dado un número cualquiera de magnitudes, de tal manera que de dos en
dos sean respectivamente proporcionales a otras magnitudes, en las primeras magnitudes la primera
es a la última como también en las segundas la primera es a la última; o de otra manera, cuando
se consideran los términos exteriores sin considerar los medios.
18. Razón perturbada se llama cuando, dadas tres magnitudes y otras tres, en las primeras magnitudes
el antecedente está al consecuente como las segundas el antecedente está al consecuente, y como en
las primeras el consecuente es a otra cosa en las segundas otra cosa es al antecedente.
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En el libro VI de los Elementos de Euclides se hace la aplicación de la teoría eudoxiana a las figuras planas,
triángulos y polígonos semejantes, llegando al concepto de área, las construcciones de la tercera, la cuarta
y media proporcional. Contiene 4 definiciones y 33 proposiciones. Las definiciones que se encuentran en
este libro son:
1. Figuras rectilíneas semejantes son las que tienen los ángulos iguales uno a uno y proporcionales los
lados que comprenden los ángulos iguales.
2. Dos figuras están inversamente relacionadas cuando en cada una de las figuras hay razones antece-
dentes y consecuentes.
3. Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razón cuando la recta entera es al
segmento mayor como el segmento mayor es al segmento menor.
4. En cualquier figura, la altura es la perpendicular dibujada desde el vértice hasta la base.
La obra de Euclides no es exclusivamente de geometría plana, también desarrolla geometría del espacio,
aritmética y teoría de números. Los primeros trabajos griegos sobre cónicas se deben a Mecnemo, estos
trabajos fueron continuados por Euclides y Arquímedes, pero fue Apolonio quien dió los nombres de elipse,
parábola e hipérbola. En los Elementos de Euclides no se desarrollan temas referentes a las cónicas pero
tuvieron sus inicios durante esta misma época.
1.4. Geometrías no Euclídianas
La geometría vivío una revolución con el surgimiento de las geometrías no euclidianas, generadas al
considerar que el postulado de las rectas paralelas de Euclides no era tan evidente como los otros. Los
matemáticos trataron de sustituirlo por otro equivalente y que junto con los otros cuatro y las nociones
comunes de Euclides permitiera deducir los teoremas de la geometría euclidiana. El axioma de las para-
lelas tomado de la obra de Jhon Playfair,[22] dice: “Dada una recta l y un punto P exterior a ella, hay
una y solo una recta m en el plano de P y l que pasa por P y no se encuentra con l.” La duda planteada
es ¿Porque las rectas l y m no se pueden encontrar ni siquiera en el espacio distante?, Esto no parece
evidente, ni convincente.
Al ponerse en duda la existencia de las paralelas, algunos matemáticos del siglo XVIII intentaron demos-
trar el postulado de las paralelas deduciéndolo de los otros cuatro postulados y de las nociones comunes
de Euclides y en este caso ya no tendria discusión el axioma de las paralelas. Uno de los intentos más
sobresalientes fue el de Saccheri al aplicar el método indirecto de demostración. Karl Friedrich Gauss
concluyó que los cuatro postulados y las nociones comunes de Euclides no prescribian la forma del axioma
de las paralelas, más aún, Gauss crea una nueva geometría usando una axioma de las paralelas diferente
al de Euclides. Suponiendo que por un punto dado podían pasar mas de una recta paralela, a una recta
dada. Esta nueva geometría se denomina geometría no euclidiana. La obra de Gauss se conoce después
de su muerte.
La creación de las geometrías no euclidianas se atribuye a Nicolai Lobachevsky (1793 - 1856) y Janos
Bolyai (1802 - 1860). La idea principal fue adoptar un axioma de las paralelas diferente al de Euclides,
ellos asumieron que habia dos lineas rectas m y n que pasaban por P y eran paralelas a la recta dada
l. Cualquier linea que pasa por P y está dentro del ángulo ∠MNP no es paralela a l. Cualquier linea
que pasa por P y está dentro del ángulo ∠NPR es paralela a l, por lo tanto hay un número infinito de
paralelas. Gauss, Lobachevsky y Bolyai diferenciaron entre el grupo de paralelas a las rectas paralelas
(m y n) y las lineas que no se intersecan (rectas como q).
Los teoremas de esta nueva geometría se conservan en la nueva geometría excepto los que se derivan del
quinto postulado de Euclides. Algunos de los teoremas que difieren de la geometría euclidiana son:
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1. Dados el punto P y la recta l. Hay dos rectas m y n que pasan por P (por el nuevo axioma de las
paralelas). Si trazamos una perpendicular p de P a l, el ángulo ∠A que se forma entre p y n ya no
es recto. El ángulo ∠A es agudo y depende de la longitud de p. Cuanto más corta es p mayor es el
ángulo ∠A y cuanto p se aproxima a cero el ángulo ∠A de aproxima a 90◦.
2. La suma de los ángulos de un triángulo es siempre menor que 180◦ y varia con el área del triángulo.
Cuanto menor es el área del triángulo, la suma de los ángulos se aproxima a 180◦.
3. Si los tres ángulos de un triángulo son iguales a los tres ángulos de otro triángulo respectivamente,
los triángulos son congruentes.
George Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866) hizo algunas acotaciones al segundo postulado de
Euclides. Riemann observó que una recta no es de extension infinita sino que nunca termina, marcando
una diferencia entre longitud interminable e infinita. Por lo anterior la propuesta de Riemann sobre el
segundo postulado de Euclides sugiere que una recta es ilimitada, dando origen al desarrollo de la geo-
metría esférica.
Con respecto al axioma de las paralelas de Riemann plantea que no existe una recta paralela a otra y
que dadas dos rectas estas terminan por encontrarse. Algunos teoremas que difieren de la geometría de
Euclides son:
1. Toda linea recta tiene longitud infinita.
2. La suma de los ángulos de un triángulo es siempre mayor que 180◦ y esta suma varia con el área
del triángulo, cuando el área tiende a cero la suma de los ángulos se aproxima a 180◦.
3. Dos triángulos semejantes no son necesariamente congruentes.
1.5. Geometría de Hilbert
A finales del siglo XIX el matemático alemán David Hilbert (1862-1943), con base en las fuentes grie-
gas de Euclides, publica su obra “Fundamentos de Geometría” [13], en la que formula sus principios de
axiomatización de la geometría. Comienza con términos no definidos: punto, recta, plano. Las cinco
relaciones indefinidas estar en, estar entre, ser congruente, ser paralelo, ser continuo. Hilberth demos-
tró, con sus axiomas que podía demostrar los teoremas fundamentales de Euclides. Otros matemáticos
completaron esta tarea demostrando que toda la geometría euclídiana podía derivarse de estos axiomas.
Pero el problema de esa época se refería a la consistencia de los axiomas. Poincaré en 1898, afirmó que
podía creer en la consistencia de una estructura fundamentada axiomaticamente si era posible dar de ella
una interpretación aritmética.[4]
Después de haber demostrado la consistencia de su sistema geométrico sirviéndose de un modelo de su
sistema, construido en el interior de la aritmética, demostró la independencia de estos axiomas, es de-
cir sacrificar uno de los cinco grupos conservando los otros cuatro y obtener cada vez una geometría
coherente. Por ejemplo al suprimir el postulado de las paralelas se obtiene la geometría no euclídea de
Lobachevski, al suprimir el axioma de Arquimedes implica la existencia de la geometría no arquimediana.
En el libro “Fundamentos de la geometría” [13], Hilbert formula 21 suposiciones, conocidas como los
axiomas de Hilbert. Están distribuidas en cinco categorías: pertenencia, orden, igualdad o congruencia,
paralelismo y continuidad. Los axiomas de incidencia dan información de cómo se generan las rectas, los
planos y el espacio, las condiciones de existencia y las relaciones entre estos. Los axiomas de orden deter-
minan las posiciones de puntos en una recta, la prolongación de una recta indefinidamente y la existencia
de puntos interiores y exteriores de un segmento. Los axiomas de congruencia establecen condiciones de
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igualdad entre figuras geométricas, segmentos y ángulos. El axioma de paralelismo, equivale al quinto
postulado de Euclides da origen a diversas teorías como la semejanza de figuras, áreas de polígonos y
comparación de figuras geométricas. Los axiomas de congruencia, paralelismo y continuidad, consignados
en su libro “Fundamentos de la Geometría” [13] son:
Axiomas de congruencia:
Los axiomas de este grupo definen el concepto de congruencia y con éste, también el de movimiento.
Axioma 1.1. Si A, B son dos puntos de la recta a y ademas es A′ otro punto de la misma o
distinta recta a′, puede encontrarse siempre sobre uno de los lados de a′, determinados por A′, un
solo punto B′ tal, que los segmentos AB y A′B′ sean congruentes o iguales. Lo que se expresa con
signos: AB ∼= A′B′.
Axioma 1.2. Si los segmentos A′B′ y A′′B′′ son congruentes con el mismo segmento AB, también
el segmento A′B′ es congruente con el A′′B′′. Dicho brevemente: si dos segmentos son congruentes
con un tercero, son congruentes entre sí.
Si A′B′ ∼=AB y A′′B′′ ∼= AB, entonces A′B′ ∼=A′′B′′.
Axioma 1.3. Sean AB y BC dos segmentos de la recta a sin puntos comúnes y, por otra parte
A′B′ y B′C ′ dos segmentos sobre la misma recta a′ o sobre otra distinta a′, pero en todo caso sin
puntos comúnes: si entonces AB ∼=A′B′ y BC ∼=B′C ′, siempre se verifica AC ∼=A′C ′.
Axioma 1.4. Dados un ángulo ∠(h, k) en un plano α, una recta a′ en un plano α′ y una de las
regiones de α′ determinadas por a′; representemos por h′ una semirrecta de a′ que parte de O′ .
Existe entonces, en el plano α′ una y solo una semirrecta k′ tal, que el ángulo ∠(h, k) es congruente
o igual al ∠(h′, k′), y a la vez todos los puntos interioriores del ángulo ∠(h′, k′) están situados en
la región dada con respecto a a′. Simbólicamente: ∠(h, k) ∼= ∠(h′, k′). Todo ángulo es congruente
consigo mismo.∠(h, k) ∼= ∠(h, k).
Axioma 1.5. Si dos dos triángulos ∆ABC y ∆A′B′C ′ verifican las congruencias AB ∼= A′B′,
AC ∼= A′C ′′, ∠BAC ∼= ∠B′A′C ′, también queda satisfecha siempre la congruencia ∠ABC ∼=
∠A′B′C ′ y ∠ACB ∼= ∠A′C ′B′.
Axiomas de las paralelas:
Axioma 1.6. Sea α un plano cualquiera, a a una recta cualquiera de α y A un punto de α exterior
a a y después en α una recta b por A, de tal suerte que la recta c corte a las a y b bajo los ángulos
correspondientes iguales. Se deduce fácilmente del teorema del ángulo exterior1, que las rectas a y
b no tienen ningún punto en común, esto es, en un plano por un punto A exterior a una recta a se
puede trazar siempre una recta, la cual no corta a la a. Por lo tanto el axioma de las paralelas se
enuncia como: Sea a una recta cualquiera y A un punto exterior a a: en el plano determinado por
a y A existe a lo más una recta que pasa por A y no corta a la a.
Axiomas de continuidad:
Axioma 1.7. Axioma de la medida o axioma de Arquímedes. Siendo AB y CD segmentos cuales-
quiera, existe siempre sobre la recta AB un número de puntos A1, A2, A3,....,An, de modo que los
segmentos AA1, A1A2, A2A3,...,An−1An, son congruentes con el CD, y el punto B queda entre A
y An.
1Un ángulo exterior de un triángulo es mayor que cada uno de los dos ángulos del triángulo no adyacentes a él
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Axioma 1.8. Axioma de la plenitud lineal. Los puntos de una recta forman un sistema el cual no
es susceptible de ampliación alguna, bajo la condición de conservar la ordenación lineal, el primer
axioma de congruencia y el axioma de Arquímedes. No es posible a este sistema de puntos añadir
otros puntos de a, de modo que en el sistema que se obtiene por composición todos los axiomas
construidos queden satisfechos.
Al realizar la construcción del marco histórico de los conceptos de semejanza y congruencia, podemos
resaltar que el trabajo de Thales contribuyó a la visualización de la teoria de la semejanza y Eudoxo de
Cnidos hizo un gran aporte a la teoría de las proporciones, que son base fundamental para el estudio
de los conceptos de semejanza y congruencia. Pero Euclides organizó y sistematizó todos los trabajos
que se habían hecho sobre geometria, en su obra de Los Elementos donde se encuentran las definiciones,
axiomas y teoremas fundamentales para el estudio de la geometría plana; en el libro V desarrolla toda
la teoría relacionada con las razones, proporciones y en el libro VI la teoria euxidiana sobre triángulos y
polígonos semejantes.
Pero años más tarde debido al surgimiento de las geometrías no euclidianas, se generan algunos teoremas
que difieren de la geometría euclidiana particularmente con relación a la semejanza y la congruencia, se
establece: “Si los tres ángulos de un triángulo son iguales a los tres ángulos de otro triángulo respectiva-
mente entonces los triángulos son congruentes.", aqui se establece una primera definición del concepto de
congruencia partiendo de la semejanza de triángulos. George Riemann hizo un aporte tambien importan-
te al estudio de estos conceptos que es “Dos triángulos semejantes no son necesariamente congruentes,"
aquí cabe notar que ya desde ese momento se empieza a establecer una diferencia entre lo que es ser
semejante y ser congruente. Pero David Hilberth en su obra “Fundamentos de geometría,” establece la
relación Ser congruente y desarrolla los axiomas de Hilberth en donde se encuentran los axiomas de con-
gruencia que establecen condiciones de igualdad entre figuras y el axioma de las paralelas da origen a la
teoría de la semejanza de figuras. Como podemos observar es importante para el estudio de la geometría
establecer la diferencia entre la semejanza y la congruencia, ya que no significan lo mismo y cada uno
tiene un desarrollo axiomático diferente.
2.Aspectos disciplinares: Congruencia y Seme-
janza
En este capítulo se hará un desarrollo formal de la congruencia y la semejanza, estableciendo diferencias
y relaciones entre ellos. Además, estudiaremos los postulados, teoremas y propiedades necesarios para su
estudio en la geometría. Para este fin tomaremos como apoyo bibliográfico el texto Geometria desarrollo
axiomatico por Ana Berenice Guerrero [12]. Este texto es de carácter formal, tiene un enfoque axiomatico
y se basa en los Fundamentos de Hilbert [13].
2.1. Congruencia
De manera intuitiva, diremos que dos segmentos son congruentes si al “mover” uno de ellos, rotándolo
sobre uno de sus extremos y trasladándolo, es posible hacerlo coincidir con el otro segmento.
Siguiendo con esas ideas intuitivas diremos que dos figuras geométricas planas son congruentes, si una
de ellas se puede “mover”: rotándola sobre un punto, reflejándola sobre un eje y trasladándola, de tal
manera que coincida con la otra. Por ejemplo, dos triángulos equiláteros cuyos lados tengan la misma
longitud son congruentes, dos círculos del mismo radio son congruentes, dos cuadrados cuyos lados de
igual tamaño son congruentes.[18]
En las secciones que siguen estudiaremos la congruencia entre segmentos, ángulos, triángulos y entre
polígonos. Veremos algunos resultados que nos permiten comprender el concepto de congruencia.
2.1.1. Congruencia entre segmentos
La congruencia es tratada por Hilbert de forma axiómatica. En la geometría de Hilbert no se consideran
los números reales y por lo tanto resulta difícil hablar de medidas. Sin embargo intuitivamente podemos
decir sean AB y CD dos segmentos, AB y CD sus respectivas longitudes. Si AB = CD, entonces los
segmentos se llaman congruentes y se escribe AB ∼= CD.
Figura 2.1: Congruencia entre Segmentos
Los axiomas de Hilbert, 1.1,1.2 y 1.3, que se expusieron el el capítulo anterior, establecen que la con-
gruencia entre segmentos es en realidad una relación de equivalencia, lo cual se infiere de los siguientes
teoremas:
Teorema 2.1. La congruencia de dos segmentos es reflexiva: Todo segmento es congruente con sí mismo,
es decir AB ∼= AB.
Teorema 2.2. La congruencia de segmentos es simétrica: Si un segmento AB es congruente con otro
segmentoA′B′, (AB ∼= A′B′) entonces A′B′ ∼= AB.
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Teorema 2.3. La congruencia de segmentos es transitiva. Si un segmento AB ∼= A′B′ y a la vez este
segmento es congruente con otro A′B′ ∼= A′′B′′, se cumple que AB ∼=A′′B′′.
Definición 2.1. La longitud de un segmento es la clase de equivalencia de los segmentos congruentes
con él. La longitud de un segmento AB se simboliza long(AB). Asi que log(AB) = long(CD) significa
AB ∼= AC.
A partir de esto, se deducen directamente las siguientes propiedades de la longitud de segmentos:
1. AB = BA.
2. AB = A′B′ implica que A′B′ = AB.
3. AB = A′B′ y A′B′ = A′B′ entonces AB = A′B′.
4. Si C es un punto del segmento AB y C ′ es un punto en el segmento A′B′ y si AB = A′B′ y
BC = B′C ′ , entonces por el axioma 1.3, tenemos que AC = A′C ′ . Es decir AC = AB + BC =
A′B′ +B′C ′ = A′C ′
Cabe resaltar que los axionas de continuidad de Arquimedes 1.7 y de Cantor 1.8, fundamentan la medida
de segmentos, y ponen en correspondencia cada segmento con un número positivo llamado la medida. La
medida debe satisfacer ciertas propiedades relacionadas con la congruencia de segmentos que son:
1. A segmentos congruentes corresponden números iguales.
2. Si B es un punto interior del segmento AC y a los segmentos AB y BC le corresponden los números
a y b respectivamente, entonces el segmento AC le corresponde un número a+ b.
3. A algún segmento OO′ le corresponde la unidad.
El número real positivo que le corresponde a cada segmento en la forma antes indicada se llama “medida
del segmento.” Se identificará la medida de un segmento con su longitud.
2.1.2. Congruencia de ángulos
De forma análoga a la congruencia de segmentos, intuititamente podemos decir que dos ángulos son
congruentes si tienen la misma amplitud. De forma axiomática, Hilbert en el axioma 1.4 establece la
existencia de ángulos congruentes y en el axioma 1.5 relaciona la congruencia de ángulos con la congruen-
cia de segmentos.
Figura 2.2: Congruencia entre Ángulos
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Por lo tanto se puede resumir el primer axioma de congruencia de ángulos como: Cada ángulo puede ser
aplicado de manera única en un plano dado, a un lado prefijado de una semirecta dada.[12]
Axioma 2.1. Si A,B,C son tres puntos que no pertenecen a una misma recta y A′, B′, C ′ son otros tres
puntos no pertenecientes a una misma recta y si AB ∼= A′B′, AC ∼= A′C ′ y ∠BAC ∼= ∠B′A′C ′ entonces
∠ABC ∼= ∠A′B′C ′.
Figura 2.3: Congruencia entre Ángulos de 3 puntos
Un resultado que se desprende de estos axiomas es:
Teorema 2.4. Si los ángulos ∠AOB y ∠A′O′B′ son congruentes a un tercero ∠A′′O′′B′′, entonces ∠AOB
es congruente con el ángulo ∠A′O′B′, es decir dos ángulos congruentes a un tercero son congruentes entre
sí.
Figura 2.4: Transitividad de la Congruencia
De manera similar a la estudiada en los segmentos, de los axiomas de Hilbert se concluye que la con-
gruencia entre ángulos es una relación de equivalencia.
La amplitud de un ángulo es la clase de equivalencia de todos los ángulos congruentes con él. De forma
análoga a la dada para segmentos se determina la medida de los ángulos. Esta medida identifica la
amplitud de un ángulo con su medida angular, debe satisfacer ciertas propiedades relacionadas con la
congruencia de ángulos que son:
1. A ángulo congruentes corresponden números reales iguales.
2. Si la semirecta l está en el interior del ángulo ∠(h, k) y tiene por origen el vértice del ángulo, y si
a la amplitud de los ángulos ∠(h, l) y ∠(l, k) le corresponden los números a y b respectivamente,
entonces la medida del ángulo ∠(h, k) es el número real a+ b.
3. A algún ángulo ∠(t, l) le corresponde una unidad de medida angular.
El número que le corresponde a cada ángulo se llama medida de ese ángulo y la medida del ángulo ∠(t, l)
se llama unidad angular.[12]
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La medida de los ángulos está estrechamente relacionados con la longitud de la circunferencia, donde la
longitud de la circunferencia de radio r es igual a dos veces la medida de su radio por el número pi el cual
es un número irracional.
C = 2pir.
El número pi está tambien relacionado con la medida de ángulos. Puesto que pi está directamente relacio-
nado a la longitud de la circunferencia y a la vez la circunferencia es el mayor arco de ella, y puesto que
la medida de todo arco en la circunferencia es la medida del ángulo central que subtiende, se establece
una relación entre la longitud de la circunferencia y la medida del ángulo central completo.
Grados sexagesimales
Al inscribir un hexágono regular en un circunferencia se determinan 6 triángulos equiláteros, y 6 ángulos
centrales iguales a la sexta parte de la circunferencia. Entonces se define un grado sexagesimal como
la unidad de medida de ángulos en la cual, al ángulo central obtenido al dividir la circunferencia en 6
arcos congruentes le asignamos una amplitud de 60 grados sexagesimales.Un minuto se define como la
sesentava parte de un grado y nun segundo como la sesentava parte de un minuto.
Los grados sexagesimales se notan por medio de ◦. Con base a lo anterior se establece:
La circunferencia tiene una amplitud de 360◦ sexagesimales, un ángulo llano mide 180◦ grados sexage-
simales, un ángulo recto mide 90◦. Un ángulo agudo θ es agudo si su medida en grados sexagesimales
está entre 0◦ < θ < 90◦. Un ángulo β es obtuso si su medida en grados sexagesimales está entre
90◦ < β < 180◦. Dos ángulos θ y β son suplementarios si su suma es +β = 180◦ y dos ángulos θ y β son
complementarios si su suma es θ + β = 90◦.
2.1.3. Congruencia entre triángulos
A partir de la congruencia de segmentos y ángulos es posible establecer clasificaciones de los triángulos.
Teniendo en cuenta la congruencia entre los lados, los triángulos se clasifican como: Triángulo equilátero,
si todos sus lados son congruentes. Triángulo isósceles, si dos de sus lados son congruentes y Triángulo
escaleno, si todos sus lados tienen diferente medida.
Según la medida de sus ángulos, los triángulos se clasifican como: Triángulo acutángulo, si sus tres án-
gulos son agudos, es decir, cada uno de los ángulos mide menos de 90◦. Triángulo obtusángulo, si uno
de sus ángulos es obtuso (mide más de 90◦ y menos de 180◦). Triángulo rectángulo, si tiene un ángulo
recto; en este caso los lados que forman el ángulo recto reciben el nombre de catetos y el lado opuesto al
ángulo recto recibe el nombre de hipotenusa.
Es natural pensar que dos triángulos son congruentes si uno se puede superponer en el otro. Ahora bien
la congruencia entre triángulos se establece a partir de la congruencia de segmentos y de ángulos, de la
siguiente manera: Dos triángulos ∆ABC y ∆A′B′C ′ son congruentes si sus respectivos lados y ángulos
son congruentes.
Es decir, ∆ABC ∼= ∆A′B′C ′ si existe una correspondencia entre los vértices A y A′, B y B′, C y C ′ tal
que
AB ∼= A′B′, BC ∼= B′C ′, AC ∼= A′C ′
y
∠CAB ∼= ∠C ′A′B′, ∠ABC ∼= ∠A′B′C ′, y ∠CBA ∼= ∠C ′B′A′.
Los siguientes teoremas establecen criterios para determinar la congruencia de triángulos.
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Teorema 2.5. LAL: Si dos triángulos ∆ABC y ∆A′B′C ′ tienen dos lados congruentes, y el ángulo
que se forma entre ellos también es congruente, entonces los dos triángulos son congruentes.
Este teorema se puede escribir simbolicamente así: Si los triángulos ∆ABC y ∆A′B′C ′ satisfacen
AB ∼= A′B′, AC ∼= A′C ′ y ∠BAC ∼= ∠B′A′C ′ (2.1)
entonces
∆ABC ∼= ∆A′B′C ′
Demostración. Como los triángulos ∆ABC y ∆A′B′C ′ que satisfacen las congruencias (2.1), entonces
satisfacen las condiciones del axioma 2.1. Por lo tanto ∠ABC ∼= ∠A′B′C ′ y también ∠ACB ∼= ∠A′C ′B′.
Para demostrar que los lados BC y B′C ′ también son congruentes se razona por la contradicción:
Asumiendo que los lados BC y B′C ′ no son congruentes. Entonces se debe cumplir una de las siguientes
desigualdades: B′C ′ > BC o BC > B′C ′.
Si B′C ′ > BC existe un punto D en el interior del segmento B′C ′ tal que BC ∼= DC ′. Entonces en los
triángulos ∆ABC y ∆A′B′C ′ se satisfacen las condiciones del axioma 2.1.
Figura 2.5: Congruencia de Triángulos LAL
AB ∼= A′B′, CB ∼= C ′D′, ∠CAB ∼= ∠C ′A′D
Luego ∠CAB ∼= ∠C ′A′D , pero por hipótesis (2.1), ∠CAB ∼= ∠C ′A′B′. Como el punto D está en el
interior del segmento B′C ′, tenemos que desde el mismo vértice A′ y sobre el mismo lado de la semirrecta−−→
A′C ′ existen dos semirrectas
−−−→
A′B′ y
−−→
A′D, que forman con A′C ′ ángulos congruentes con el ∠CAB.
Esta afirmación contradice el axioma 1.4 de congruencia de ángulos y por lo tanto esta suposición no se
satisface, es decir B′C ′ no es mayor que BC.
Con argumentos similares se demuestra que la desigualdad BC > B′C ′ tampoco se tiene. Por lo tanto
BC ∼=B′C ′.
Teorema 2.6. Si un triángulo tiene dos ángulos congruentes entonces los lados opuestos a esos ángulos
son congruentes.
Demostración. Seal el ∆ABC con ∠ABC ∼= ∠BCA.
Este triángulo se puede considerar de dos formas ∆ABC y el ∆CBA.
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Por hipótesis, por el axioma 1.4 y por el teorema 2.1 esos triángulos satisfacen las siguientes congruencias,
∠ABC ∼= ∠ACB′, ∠ACB ∼= ∠ABC, BC ∼= CB.
Luego los triángulos satisfacen el teorema 2.5 por lo tanto, ∆ABC ∼=∆ACB.
Por lados homólogos de triángulos congruentes, AB ∼= AC, luego este tipo de triángulo ∆ABC es
isósceles. También se puede afirmar que un triángulo es isósceles si y sólo si tiene dos ángulos congruentes.
Teorema 2.7. ALA: Si los triángulos ∆ABC y ∆A′B′C ′ satisfacen las congruencias,
AB ∼= A′B′, ∠BAC ∼= ∠B′A′C ′, ∠ABC ∼= ∠A′B′C ′,
entonces los triángulos son congruentes.
El segundo caso de congruencia de triángulos se tiene cuando dos ángulos de los triángulos y el lado
común a ellos son congruentes.
Demostración. Dados los triángulos ∆ABC y ∆A′B′C ′ que satisfacen las congruencias
AB = A′B′, ∠BAC = ∠B′A′C ′, ∠ABC = ∠A′B′C ′.
Por el teorema 2.5 se puede mostrar que los triángulos ∆ABC y ∆A′B′C ′ satisface la congruencia
CA ∼= C ′A′ para obtener la congruencia entre ellos.
Suponemos que el segmento CA no es congruente con el segmento C ′A′ entonces se debe satisfacer una
de las condiciones siguientes CA > C ′A o CA < C ′A′.
Si CA >C ′A′, entonces existe un punto D en el segmento CA tal que AD ∼= A′C ′.
Figura 2.6: Congruencia de Triángulos ALA
Por el caso de la congruencia (LAL), ∆ABC ∼= ∆A′B′C ′
Entonces ∠ABD ∼= ∠A′B′C ′ por ángulos homólogos de triángulos congruentes. Además por hipótesis
se tiene que ∠ABC ∼= ∠A′B′C ′, luego con vértice B y del mismo lado de la semirrecta −−→BA existen dos
semirrectas,
−−→
BD y
−−→
BC que con la semirrecta
−−→
BA forman ángulos congruentes con el ángulo ∠A′B′C ′.
Esto contradice el primer axioma de congruencia de ángulos.
Esta contradicción nos asegura que la suposición CA > C ′A′ no se cumple. De la misma forma podemos
ver que CA < C ′A′ no es posible y por lo tanto se debe cumplir que CA ∼= C ′A′.
Por lo tanto CA ∼= C ′A′, se puede decir que los triángulos satisfacen el primer caso de congruencia (LAL),
por lo tanto se puede concluir que ∆ABC ∼= ∆A′B′C.′
Teorema 2.8. Si dos ángulos son congruentes, los ángulos adyacentes a esos ángulos son congruentes.
Se define como adyacente que dos angúlos en el mismo plano que tienen el mismo vértice y un lado en
común, y los lados no comúnes forman una recta, es decir un ángulo llano.
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Teorema 2.9. LLL: Si en los triángulos ∆ABC y ∆A′B′C ′ se tienen las congruencias
AB ∼= A′B′, AC ∼= A′C ′, BC ∼= B′C ′
entonces los triángulos son congruentes.
Figura 2.7: Congruencia de Triángulos LLL
Demostración. Dados los triángulos ∆ABC y ∆A′B′C ′ en los que se satisfacen las congruencias,
AB ∼= A′B′, AC ∼= A′C ′, BC ∼= B′C ′
Por el teorema 2.7 la congruencia de los triángulos se obtiene si un par de ángulos correspondientes son
congruentes.
Suponiendo que los ángulos homólogos de los triángulos no son congruentes, por el axioma 1.4 con origen
en B existe una semirrecta
−−→
BE en el semiplano determinado por la recta
←→
BC opuesta al ángulo A, tal
que ∠CBE ∼= ∠C ′B′A′.
En la semirrecta
−−→
BE existe un punto D tal que BD ∼= B′A′ entonces ∠CBE se identifica con el ∠CBD.
Puesto que BC ∼= B′C ′, por el caso LAL, ∆BCD ∼= ∆B′C ′A′, entonces y por el teorema 2.3, tenemos
que AC ∼= DC y AB ∼= BD.
Por lo tanto los triángulos ∆ABD y ∆ACD son isósceles, luego ∆DAC ∼= ∆ADC y ∆BAD ∼= ∆BDC. El
ángulo ∠BAC ∼= ∠ADC. Por el axioma 1.4 de congruencia de Hilbert dado que BA ∼= BD y AC ∼= DC,
de la igualdad de los ángulos ∠BAC y ∠BDC se obtiene ∠ACB ∼= ∠BCD.
De la misma forma si a partir de la semirrecta
−−→
BC con vértice B y del mismo lado del punto A trazamos
el ángulo ∠GBC con ∠GBC ∼= ∠A′B′C ′ y tal que BG ∼= B′A′, entonces los triángulos ∆GBD y ∆GCD
son isósceles.
El ángulo ∠BGC ∼= ∠BDC. Por el axioma 2.1 de congruencia de ángulos dado que BG ∼= BD yGC ∼= CD
se tiene la congruencia ∠GCB ∼= ∠BCD.
A partir de la semirrecta
−−→
BC y sobre el mismo semiplano tenemos dos semirrectas
−−→
CG y
−→
CA que forman
con BC ángulos congruentes con él ∠BCD. Este hecho contradice el primer axioma de congruencia de
ángulos, luego las semirrectas deben coincidir.
Si CG coincide con CA , el ángulo ∠ABC ∼= ∠A′B′C ′ y por lo tanto, ∆ABC y ∆A′B′C ′.
Como la congruencia de triángulos está determinada por la congruencia de los lados y los ángulos de los
triángulos, se puede decir que la relación ser congruente, es una relación de equivalencia. Así dados los
triángulos ∆ABC, ∆DEF y ∆GHK se cumple que:
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1. ∆ABC ∼= ∆ABC.
2. ∆ABC ∼= ∆DEF entonces ∆DEF ∼=∆ABC.
3. ∆ABC ∼= ∆DEF y ∆DEF ∼= ∆GHK, se cumple que ∆ABC ∼= ∆GHK.
Además, si dos triángulos son congruentes tienen la misma área.
2.1.4. Congruencia de polígonos
Un polígono es una linea poligonal cerrada (unión consecutiva de varios segmentos). Los extremos de
los segmentos de la línea poligonal se llaman vértices del polígono y los segmentos se llaman lados del
polígono.
Se dice que un polígono es equíangulo, si todos sus ángulos congruentes entre sí. Un polígono simple
(convexo) se denomina polígono regular, si todos sus lados son congruentes entre sí y todos sus ángulos
interiores son congruentes entre sí. Entre los polígonos regulares se encuentran: El cuadrado, en el cual
sus cuatro ángulos son rectos. El hexágono regular, con seis lados son congruentes y donde cada uno de
sus seis ángulos mide 120◦.
Figura 2.8: Polígonos regulares
Otros polígonos, aunque no sean regulares pueden ser equiláteros o equiángulos, por ejemplo: El rombo,
que es un cuadrilátero con sus cuatro lados congruentes entre sí. El rectángulo, también es un cuadrilá-
tero que tiene sus cuatro ángulos rectos.
En general, dos polígonos con el mismo número de lados son congruentes si tienen lados y ángulos respec-
tivamente congruentes. Para polígonos convexos podemos establecer algunos teoremas de congruencia.
Antes una definición:
Definición 2.2. Una diagonal de un polígono es el segmento que une dos vértices no consecutivos del
polígono.
Teorema 2.10. Dos polígonos son congruentes si los triángulos determinados por las diagonales desde un
mismo vértice en uno de los polígonos son congruentes con los triángulos determinados por las diagonales
desde un vértice correspondiente en el otro polígono.
Demostración. Sean ABCDE y A′B′C ′D′E′ dos polígonos convexos, AC, AD dos diagonales del
primer polígono y A′C ′, A′D′ dos diagonales del segundo polígono las cuales dividen los polígonos en los
triángulos congruentes,
∆ABC ∼= ∆A′B′C ′, ∆CAD ∼= ∆C ′A′D′, ∆DAE ∼= ∆D′B′E′,
Debemos probar que los lados y los ángulos de los polígonos son respectivamente congruentes.
De la congruencia de los triángulos se sigue la congruencia de los lados de los polígonos,
AB ∼= A′B′, BC ∼= B′C ′, CD ∼= C ′D′, DE ∼= D′E′, EA ∼= E′A′
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Figura 2.9: Polígonos congruentes
También por la congruencia de los triángulos se tiene la congruencia de los siguientes ángulos,
∠ABC ∼= ∠A′B′C ′, ∠BCA ∼= ∠B′C ′A′, ∠ACD ∼= ∠A′C ′D.
∠CDA ∼= ∠C ′D′A′, ∠ADE ∼= ∠A′D′E′, ∠DEA ∼= ∠D′E′A′.
∠EAD ∼= ∠E′A′D′, ∠DAC ∼= ∠D′A′C ′, ∠CAB ∼= ∠C ′A′B′.
Puesto que los ángulos del polígono son iguales a,
∠BAE = ∠BAC + ∠CAD + ∠DAE.
∠B′A′E′ = ∠B′A′C ′ + ∠C ′A′D′ + ∠D′A′E′.
∠BCD = ∠BCA+ ∠ACD.
∠B′C ′D′ = ∠B′C ′A′ + ∠A′C ′D′.
∠CDE = ∠CDA+ ∠ADE.
∠C ′D′E′ = ∠C ′D′A′ + ∠A′D′E′.
Por la suma de ángulos congruentes se obtiene,
∠EAB ∼= ∠E′A′B′, ∠BCD ∼= ∠B′C ′D′, ∠CDE ∼= ∠C ′D′E′.
Luego los polígonos tienen los lados y los ángulos respectivemente congruentes, por lo tanto
ABCDE ∼= A′B′C ′D′E′.
Corolario 2.1. Si una diagonal de un cuadrilátero divide al cuadrilátero en dos triángulos congruen-
tes, el cuadrilátero tiene los ángulos opuestos congruentes y los lados opuestos congruentes, o los lados
consecutivos congruentes o todos los lados congruentes entre sí.
Teorema 2.11. Las diagonales de un cuadrado determinan cuatro triángulos congruentes.
Demostración. Sea ABCD un cuadrilátero con ángulos interiores rectos y lados congruentes entre si,
es decir, ABCD es un cuadrado.
Dado que todos los ángulos rectos son congruentes entre sí, los ángulos interiores del ABCD son
congruentes.
∠ADC ∼= ∠DCB ∼= ∠CBA ∼= ∠BAD.
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Figura 2.10: Cuadrado con sus diagonales
Por definición el ABCD tiene sus lados congruentes entre si,
AD ∼= DC ∼= CB ∼= AB
Por ser ángulos opuestos a los lados iguales en triángulos isósceles,
∠BDC ∼= ∠CBD, ∠DAC ∼= ∠DCA.
∠BAC ∼= ∠BCA, ∠ADB ∼= ∠ABD.
Por el teorema 2.7, son congruentes los siguientes triángulos
∆DCB ∼= ∆DAB, ∆DCB ∼= ∆CBA
∆DAB ∼= ∆ABC, ∆ADC ∼= ∆DCB
Por elementos correspondientes de triángulos congruentes se tiene,
∠ABD ∼= ∠BDC, ∠BDC ∼= ∠BAC.
∠BCA ∼= ∠ABD, ∠BDC ∼= ∠DAC.
Es decir los ángulos formados por las diagonales del cuadrado son entre si congeuentes. Entonces por el
teorema 2.7
∆AEB ∼= ∆CED, ∆AED ∼= ∆CEB,
∆AEB ∼= ∆BEC, ∆ABE ∼= ∆AED.
Corolario 2.2. Las diagonales de un cuadrado divide los ángulos rectos del cuadrado en dos ángulos
congruentes. Es decir, las diagonales del cuadrado son bisectrices de los ángulos del cuadrado.
Corolario 2.3. Las diagonales de un cuadrado son congruentes.
Corolario 2.4. Las diagonales de un cuadrado se cortan formando segmentos congruentes entre si.
Teorema 2.12. Dos cuadriláteros son congruentes si tienen sus lados respectivamente congruentes y un
ángulo congruente.
Demostración. Sean ABCD y A′B′C ′D′ dos cuadriláteros cuyos elementos satisfacen las siguientes
congruencias,
AD ∼= A′D′, DC ∼= D′C ′, CB ∼= C ′B′, BA ∼= B′A′ y ∠ADC ∼= A′D′C ′
Por hipótesis y por el teorema (LAL) 2.5, ∆ADC ∼= ∆A′D′C ′ y por lo tanto, AC ∼= A′C ′.
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Figura 2.11: Cuadriláteros congruentes
Entonces por el teorema (LLL) 2.9, se tiene que ∆ACB ∼= ∆A′C ′B′ y por lo tanto, ∠ABC ∼= ∠A′B′C ′.
Por elementos de triángulos congruentes,
∠DAC ∼= ∠D′A′C ′, ∠BAC ∼= ∠B′A′C ′
∠DCA ∼= ∠D′C ′A′, ∠ACB ∼= ∠A′C ′B′
Por suma de ángulos congruentes,
]DAC + ]CAB = ]D′A′C ′ + ]C ′A′B′
]DCA+ ]ACB = ]D′C ′A′ + ]A′C ′B′
Entonces los ángulos del cuadrilátero resultan congruentes,
∠DAB ∼= ∠D′A′B′, y ∠DCB ∼= ∠D′C ′B′
también se tiene las congruencias de los triángulos, ∆DAB ∼= ∆D′A′B′ y ∆DCB ∼= ∆D′C ′B′ por el
criterio (LAL) luego por la suma de ángulos congruentes,
∠ABC ∼= ∠A′B′C ′.
En resumen, los cuadriláteros ABCD y A′B′C ′D′ tienen lados y ángulos respectivamente congruentes,
por lo tanto
ABCD ∼= A′B′C ′D′
Corolario 2.5. Dos cuadrados son congruentes si tienen un lado congruente.
Corolario 2.6. Dos rombos son congruentes si tienen un lado congruente y un ángulo congruente.
Corolario 2.7. Si un cuadrilátero tiene los lados opuestos congruentes, sus ángulos opuestos también
son congruentes.
2.2. Semejanza.
La relación semejanza entre polígonos, se establece relacionando lados y ángulos homólogos de las figuras.
Dos polígonos son semejantes cuando la medida de los lados homólogos guardan la misma proporción
y sus ángulos respectivos son congruentes. Intuitivamente dos figuras son semejantes cuando tienen la
misma forma aunque su tamaño sea difrente.
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Figura 2.12: Semejanza de Triángulos
2.2.1. Semejanza de triángulos
Dos triángulos ∆ABC y ∆DEF son semejantes si y sólo si se cumplen las siguientes relaciones entre sus
lados y sus ángulos:
AC
DF
=
BC
EF
=
AB
DE
y ∠CAB ∼= ∠FDE, ∠ABC ∼= ∠DEF, ∠ACB ∼= ∠DFE
Si i los triángulos ∆ABC y ∆DEF son semejantes, se escribe ∆ABC ∼ ∆DEF .
Teorema 2.13. Si dos triángulos tienen sus ángulos respectivos congruentes, sus lados homólogos son
proporcionales.
Figura 2.13: Semejanza de Triángulos LLL
Demostración. Sean los triángulos ∆ABC y ∆DEF con sus respectivos ángulos congruentes:
∠ACB ∼= ∠DFE, ∠CAB ∼= ∠FDE, ∠ABC ∼= ∠DEF.
Si sus lados homólogos son congruentes, los triángulos son congruentes y por tanto semejantes.
Supongamos que sus lados homólogos no son congruentes, podemos suponer que CA > FD, entonces en
el segmento CA existe un punto G tal que CG ∼= FD.
Por el punto G trazamos la recta paralela a AB, esta recta corta al lado CB en un punto H, entonces
GH ‖ AB.
Por ser ángulos correspondientes entre paralelas, ∠CGH ∼= ∠CAB. Por hipótesis ∠CAB ∼= ∠FDE luego
por transitividad de la congruencia de ángulos se tiene que ∠CGH ∼= ∠FDE. Puesto que ∠GCH coin-
cide con él ∠ACB y ∠ACB ∼= ∠DFE por el caso de congruencia ALA, tenemos que ∆CGH ∼= ∆FDE.
Por otra parte dado que los segmentos son proporcionales, se cumple que
CA
CG
=
CB
CH
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Por ser los lados de triángulos congruentes CG ∼= FD y CH ∼= FE. Luego la proporción anterior es
también igual a
CA
FD
=
CB
FE
Al trazar una recta paralela al lado CA por el punto H. Si R es el punto de dicha paralela al lado AB,
entonces:
AB
HR
=
CB
CH
Puesto que el cuadrilátero ARGH tiene sus lados opuestos paralelos iguales es un paralelogramo y por
ello AR ∼= HG. Por la congruencia de triángulos ∆GHC ∼= ∆DEF , GH ∼= DE entonces AR ∼= DE.
Reemplazando en la proporción anterior los segmentos congruentes se obtiene:
AB
DE
=
CB
FE
luego
AC
DF
=
CB
FE
=
AB
DE
Es decir los triángulos tienen sus lados homólogos proporcionales.
Teorema 2.14. Una paralela a un lado de un triángulo determina otro triángulo semejante al primero.
Figura 2.14: Paralela en un Triángulo
Demostración. Sea ∆ABC y d una recta paralela al lado AB la cual corta en los puntos D y E los lados
CA y CB respectivamente.
Por ángulos correspondientes entre paralelas, tenemos que ∠CDE ∼= ∠CAB y ∠CED ∼= ∠CBA. Ade-
más ∠CDE ∼= ∠ACB, entonces los triángulos ∆ABC ∼= ∆DEC tienen sus ángulos respectivamente
congruentes.
Por el teorema 2.13 los triángulos tienen sus lados homólogos proporcionales.
Por definición los triángulos son semejantes, tenemos ∆ABC ∼ ∆DEC.
Para triángulos, la condición de semejanza se puede reducir a la proporcionalidad entre los lados homó-
logos de los triángulos.
Teorema 2.15. Si dos triángulos tienen sus lados homólogos proporcionales, los triángulos tienen sus
ángulos respectivamente congruentes.
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Figura 2.15: Congruencia de ángulos entre triángulos
Demostración. Sean ∆ABC y ∆DEF con sus lados respectivamente proporcionales,
AB
DE
=
CA
FD
=
CB
FE
Como los triángulos no son congruentes, suponemos que CA > FD. Por las propiedades de las propor-
ciones se debe cumplir que CB > FE.
SeanM y N puntos en CA y CB respectivamente tales que CM ∼= FD y CN ∼= FE, entonces CACM = CBCN .
La recta
←−→
MN es paralela a AB.
Por el teorema anterior, ∆ABC ∼ ∆MNC, entonces ABMN = CACM = CBCN .
Reemplazando CM ∼= FD y CN ∼= FE se obtiene,
AB
MN
=
CA
FD
=
CB
FE
=
AB
DE
.
La igualdad de la primera y última razones implica la congruencia de los segmentos MN ∼= DE, luego
∆MNC ∼= ∆DEF por LLL.
Puesto que los triángulos ∆ABC y ∆MNC tienen sus ángulos respectivamente congruentes por ser
semejantes, los ángulos de los triángulos ∆ABC y ∆DEF tienen sus ángulos respectivamente congruentes.
Por lo tanto se pueden establecer los casos de semejanza de triángulos que son:
Criterio AAA: Dos triángulos son semejantes, si y sólo si tienen sus tres ángulos correspondientes
congruentes.
Criterio AA: Dos triángulos son semejantes si y sólo si tienen dos ángulos correspondientes congruentes.
Criterio LLL: Dos triángulos son semejantes, si y sólo si tienen sus lados homólogos respectivamente
proporcionales.
Teorema 2.16. Dos triángulos son semejantes si y sólo si tienen dos lados homólogos proporcionales y
los ángulos comprendidos entre ellos son congruentes.
Demostración. Sean ∆ABC y ∆DEF triángulos en los cuales se satisfacen las siguientes relaciones.
CAPÍTULO 2. ASPECTOS DISCIPLINARES: CONGRUENCIA Y SEMEJANZA 27
(1)
CA
FD
=
CB
FE
y (2)∠ACB ∼= ∠DFE
El teorema tiene doble implicación: Si los triángulos ∆ABC y ∆DFE son semejantes, entonces cumplen
las dos condiciones (1) y (2).
Si ∆ABC ∼ ∆DFE sus ángulos respectivos son congruentes y sus lados homólogos son proporcionales,
es decir los triángulos satisfacen las condiciones (1) y (2).
Por otro lado podemos probar la implicación en la que los triángulos ∆ABC y ∆DEF que satisfacen las
condiciones (1) y (2) no son congruentes, entonces sus lados homólogos nos son congruentes.
Si además se tiene en cuenta que CA > FD por propiedades de las proporciones se tiene que CB > FE
Sean M y N puntos de CA y CB respectivamente tales que
CM ∼= FD y CN ∼= FE
Reemplazando estas expresiones en la expresión (1), tenemos:
CA
CM
=
CB
CN
Dado que la recta
←−→
MN es paralela a AB podemos afirmar que
∆ABC ∼ ∆MNC por lo tanto ∠ABC ∼= ∠DEF ∼= ∠MNC
Luego ∆MNC ∼= ∆DEF por el teorema (LAL)2.5, de donde se puede concluir la semejanza de los
triángulos ∆ABC ∼ ∆DEF.
Dados los casos de semejanza se pueden deducir otros casos de semejanza que son:
Corolario 2.8. Dos triángulos isósceles son semejantes si tienen dos ángulos congruentes.
Corolario 2.9. Dos triángulos isósceles son semejantes si dos pares de lados son proporcionales.
Corolario 2.10. Los triángulos equiláteros son semejantes entre sí.
2.2.2. Semejanza de triángulos rectángulos:
Los triángulos rectángulos satisfacen las propiedades particulares que permiten calcular las áreas, los
lados, alturas y apotemas de los polígonos.
Teorema 2.17. Dos triángulos rectángulos son semejantes si tienen un ángulo agudo congruente.
Demostración. Dados los triángulos rectángulos, ∆ABC con ∠ACB recto y ∆EFD con ∠EFD recto,
si ∠ABC ∼= ∠EFD los triángulos son semejantes.
Dado que los ángulos agudos de un triángulo rectángulo son complementarios se puede afirmar que
∠ABC + ∠CAB = ∠EDF + ∠FED
Puesto que por hipótesis ∠ACB ∼= ∠EDF , también se tiene la congruencia, ∠CAB ∼= ∠FED. Por lo
tanto ∆ABC ∼= ∆EDF por el caso de semejanza (AAA) 2.2.1.
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Figura 2.16: Semejanza de triángulos rectángulos: "ángulo agudo”
Corolario 2.11. Los triángulos rectángulos isósceles son semejantes entre si.
Teorema 2.18. Dos triángulos rectángulos son semejantes si tienen sus catetos proporcionales.
2.2.3. Consecuencia de la semejanza de triángulos rectángulos
Teorema 2.19. La razón entre dos alturas correspondientes de dos triángulos semejantes es igual a la
razón entre dos lados correspondientes de los triángulos.
Figura 2.17: Razón entre las alturas y lados de un triángulo rectángulo.
Demostración. Sean ∆ABC ∼ ∆EFG, AD y EH las alturas correspondientes a los lados CB y GF
respectivamente. Por los criterios de semejanza los triángulos son congruentes y los lados son proporcio-
nales, ∠CAB ∼= ∠GEF , ∠ACB ∼= ∠EGF , ∠ABC ∼= ∠EFG,
CA
GE
=
AB
EF
=
CB
GF
Las alturas determinan los triángulos rectángulos ∆ACD y ∆EGH
Puesto que ∠ACD ∼= ∠EGH entonces ∆ACD ∼= ∆EGH,
CA
GE
=
AD
EH
=
CD
GF
Esto quiere decir que la razón de las alturas AD y EH de los triángulos semejantes es igual a la razón
de los lados homólogos de los triángulos.
Teorema 2.20. La altura sobre la hipotenusa de un triángulo rectángulo divide al triángulo en dos
triángulos, cada uno de los cuales es semejante al triángulo rectángulo dado.
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Figura 2.18: Altura de un triángulo rectángulo con respecto a la hipotenusa
Demostración. Sea ∆ACB rectángulo y AD altura sobre la hipotenusa BC.
Los triángulos rectángulos ∆BDA y ∆BAC comparten el ∠CBA, luego tiene sus ángulos congruentes.
Los triángulos ∆ADC y ∆BAC comparten el ∠ACB , luego tienen sus ángulos congruentes.
Por tener sus ángulos respectivamente congruentes los triángulos son semejantes,
∆BDA ∼ ∆BAC ∼ ∆ADC
Corolario 2.12. La altura sobre la hipotenusa de un triángulo rectángulo es la media proporcional entre
los segmentos que determina la hipotenusa.
Demostración. Por el teorema anterior la altura AD sobre la hipotenusa de un triángulo ∆ABC rectán-
gulo, determina la semejanza entre tres triángulos
∆BDA ∼ ∆BAC ∼ ∆ADC
De la semejanza de los triángulos ∆BDA ∼ ∆BAC se tiene la proporción,
AD
CA
=
BD
BA
BD
AD
=
BA
AC
De la semejanza de los triángulos∆ADC ∼ ∆BAC se tiene la proporción,
AD
BA
=
DC
AC
AD
DC
=
BA
AC
Luego por transitividad de la igualdad,
BD
AD
=
AD
DC
.
Esto implica que el segmento AC es media proporcional entre los segmentos BD y DC.
2.2.4. Teorema de Pitágoras:
Teorema 2.21. En un triángulo rectángulo la medida de la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma
de los cuadrados de sus catetos.
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Figura 2.19: Teorema de Pitágoras
Demostración. Por el teorema anterior, dado el triángulo ∆ABC rectángulo con hipotenusa AC, si BD
es la altura sobre la hipotenusa se tiene
∆ADB ∼ ∆ABC y ∆CDB ∼ ∆CBA
Por lados proporcionales de triángulos semejantes,
AB
AC
=
AD
AB
y
BC
AC
=
CD
CB
Por propiedades de las proporciones,
(AB)2 = AC ·AD, (BC)2 = AC · CD
Sumando termino a termino las igualdades anteriores obtenemos,
(AB)2 + (BC)2 = AC · (AD +DC) = (AC)2
Teorema 2.22. Si en un triángulo rectángulo ∆ABC se satisface la igualdad, (CA)2 + (CB)2 = (AB)2,
entonces el ∆ABC es rectángulo y ∠BCA es un ángulo recto.
Demostración. Sea ∆ABC en el cual sus lados satisfacen la igualdad, (CA)2 + (CB)2 = (AB)2.
Dados los segmentos CA y CB del triángulo ∆ABC , construimos un triángulo rectángulo ∆MNR de
catetos MN y MR con MN ∼= CA y MR ∼= CB.
Figura 2.20: Recíproco del teorema de Pitágoras
En el triángulo ∆NMR, por el teorema de Pitágoras se tiene (MN)2 + (MR)2 = (RN)2.
Reemplazando las congruencias anteriores se obtiene (CA)2 + (CB)2 = (RN)2, pero (CA)2 + (CB)2 =
(AB)2.
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Puesto que la medida de los segmentos es un número positivo, si comparamos las igualdades anteriores
se obtiene (RN)2 = (AB)2, de donde RN ∼= AB.
Entonces ∆ABC ∼= ∆NRM por el criterio (LLL)2.2.1.
Puesto que el ∆NRM es rectángulo, el triángulo ∆ABC también es rectángulo.
Con base al teorema de Pitágoras la afirmación sobre la congruencia de estos triángulos es inmediata.
Corolario 2.13. Dos triángulos rectángulos son semejantes si la razón entre sus hipotenusas es igual a
la razón entre un par de catetos homólogos.
Figura 2.21: Semejanza según proporcionalidad
Demostración. Los triángulos ∆ABC y ∆EGF son rectángulos y la razón entre sus hipotenusas AB y
EF es igual a la razón entre los catetos AC y AG respectivamente.
Por hipótesis,
AB
EF
=
AC
EG
.
Por el teorema de Pitágoras tenemos:
(AB)2 = (AC)2 + (CB)2, (EF )2 = (EG)2 + (GF )2
Reemplazando en la proporción dada y usando las propiedades de las proporciones obtenemos,
(AB)2
(EF )2
=
(AC)2 + (CB)2
(EG)2 + (GF )2
=
(AC)2
(EG)2
=
(CB)2
(GF )2
Por ser la medida de segmentos positiva concluimos que
AB
EF
=
AC
EG
=
CB
GF
Por el criterio de semejanza de triángulos (LLL) 2.2.1,
∆ABC ∼= ∆EFG
Corolario 2.14. Dos triángulos isósceles son congruentes si tienen la base y la altura sobre la base
congruentes.
Corolario 2.15. Dos triángulos equiláteros son congruentes si las alturas son congruentes.
3. Componente Pedagógico.
En este capítulo se realiza un análisis del modelo de Van Hiele en la enseñanza de la geometría, luego se
estudian los estándares básicos y los lineamientos curriculares en matemáticas referentes a la enseñanza
de los conceptos de semejanza y congruencia, además, se hace un paralelo entre los contenidos temáticos
de la geometría, comparando textos de dos editoriales reconocidas.
3.1. El modelo de Van Hiele
Este modelo, propuesto por Dina y Pierre Van Hiele, data a finales de los años cincuenta, plantea unos
niveles conceptuales por los cuales pasa un niño, y presenta algunas fases que permiten el paso de un
nivel al otro. El modelo ha permitido, a lo largo de los años elaborar currículos abiertos de geometría.
El desarrollo original de esta teoría se encuentra en el libro “Structure and Insight.”[26]. Aquí Van Hiele,
resalta las ideas básicas del modelo: “el aprendizaje de la geometría se hace pasando por unos determina-
dos niveles de pensamiento y conocimiento, que no van asociados a la edad y solo alcanzando un nivel se
puede pasar al siguiente”, señala que “cualquier persona pasa por todos esos niveles y, su mayor o menor
dominio de la geometría influirá en que lo haga más o menos rápidamente.”[26]. Otro aspecto que resalta
es que “alcanzar un nivel superior de pensamiento significa, que con un nuevo orden de pensamiento, una
persona es capaz respecto a determinadas operaciones, aplicarlas a nuevos objetos.”
Como se puede observar, plantean que para el aprendizaje de la geometría hay una secuencia lógica que va
de los contenidos más simples a los mas complejos, caracterizados por los niveles que se van alcanzando a
medida que se van aprendiendo conceptos matematicos. Asi se va estructurando el nivel de razonamiento
de los estudiantes, que no depende se la edad sino del proceso enseñanza-aprendizaje que se ha realizado
de las matemáticas y en particular de la geometría.
Esto a su vez implica que hay dos elementos importantes en el aprendizaje de la geometría:
El lenguaje utilizado.
El significado de los contenidos.
En cada nivel se debe manejar un lenguaje muy apropiado y se debe tener en cuenta el nivel de razona-
miento en que se encuentra el estudiante.
Los niveles de razonamiento segun Van Hiele son cinco (del nivel 0 al nivel 4) y la clasificación se hace
con base al aprendizaje de los estudiantes y son:
Nivel 0 (Visualización o Reconocimiento): Se realiza desde el punto de vista visual, los estudiantes
clasifican figuras, reconocen su nombre y describen algunas características de su forma y tamaño.
Además establecen semejanza de unas figuras con otras o con objetos que reconocen en su cotidia-
nidad.
Tres son las características fundamentales de este nivel:
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1. Los objetos se perciben en su totalidad como una unidad, sin diferenciar sus atributos y
componentes.
2. Se describen por su apariencia física mediante descripciones visuales y relacionandolas a ele-
mentos familiares del entorno. No hay lenguaje geométrico básico para llamar a las figuras
por su nombre correcto.
3. No reconocen de forma explícita componentes y propiedades de los objetos que se estan tra-
bajando.
Estas caracteristicas se pueden desarrollar en preescolar y los primeros niveles de educación básica
primaria.
Nivel 1 (Análisis): En este nivel el estudiante comprende que las figuras están formadas por partes
o elementos propios y están dotadas de propiedades matemáticas que describen las partes que
conforman una figura. Se logra a través de la experimentación con ellas. Otras características de
este nivel son:
1. Se perciben los componentes y propiedades (condiciones necesarias) de los objetos y figuras.
Esto lo obtienen tanto desde la observación como de la experimentación.
2. Describe las figuras de una manera informal, establece propiedades pero no relaciona unas
propiedades con otras o unas figuras con otras. Como muchas definiciones en Geometría se
elaboran a partir de propiedades, no pueden elaborar definiciones.
3. Experimentando con figuras u objetos pueden establecer nuevas propiedades.
4. No esta en la capacidad de realizar clasificaciones de objetos y figuras a partir de sus propie-
dades.
En este nivel los estudiantes empiezan a generalizar y tienen la capacidad de reconocer algunas
figuras como triángulos, rectángulos y polígonos, iniciando así su razonamiento matemático.
Nivel 2 (Ordenación o Clasificación): Se inicia el pensamiento formal, en este nivel el estudiante
puede hacer una clasificación de las figuras teniendo en cuenta sus características o propiedades.
Puede dar definiciones de manera correcta. También puede entender una demostración matemática
realizada por otra persona, pero no está en capacidad de hacerla por sí mismos.
En este nivel:
1. Describe las figuras de manera formal, es decir se señalan las condiciones necesarias y suficientes
que deben cumplir. Entiende el significado de las definiciones, su papel dentro de la geometría.
2. Realizan clasificaciones lógicas. Esto significa que reconocen cómo unas propiedades se derivan
de otras, estableciendo relaciones entre si.
3. Las demostraciones en la mayoría de los casos, no las entienden en cuanto a su estructura. Esto
se debe a que en su nivel de razonamiento lógico son capaces de comprender pasos individuales
pero no de asimilarlos en su totalidad.
Nivel 3 (De deducción formal): Entiende y realiza razonamientos lógicos formales, donde la demos-
tración es el único camino para determinar si una afirmación es verdadera o falsa. Se puede com-
prender la estructura axiomática de las matemáticas y la existencia de demostraciones alternativas
a un teorema. Se pueden deducir propiedades de las figuras desde el punto de vista formal y deducir
algunas otras más complejas.
Alcanzar este nivel significa:
1. Realizar deducciones y demostraciones lógicas y formales, viendo su necesidad para justificar
las proposiciones planteadas.
2. Comprenden y manejan las relaciones entre propiedades y se formalizan en sistemas axiomá-
ticos, por lo que ya se entiende la naturaleza axiomática de las matemáticas.
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3. Se comprende cómo se puede llegar a los mismos resultados partiendo de proposiciones o premi-
sas distintas lo que permite entender que se puedan realizar distintas formas de demostraciones
para obtener un mismo resultado.
Nivel 4 (Rigor): Este nivel dificilmente es alcanzado por los estudiantes de educacón básica, e incluso
por los estudiantes de primeros semestres de universidad. Algunos investigadores en educación
matemática prescinden de este, por el nivel de complejidad que tiene. Presenta las siguientes
caracteristicas:
1. Se conoce la existencia de diferentes sistemas axiomáticos; se pueden analizar y comparar
diferentes geometrías.
2. Se puede trabajar la geometría de manera abstracta sin necesidad de ejemplos concretos, al-
canzándose el más alto nivel de rigor matemático.
En su libro Van Hiele explica las caracteristicas que tiene cada uno de estos niveles, entre los cuales estan:
1. Jerarquizacion y secuencialidad de los niveles: Los niveles de razonamieno tienen un orden que
no se altera y cada nivel se apoya en el anterior. Esto implica “lo que es implícito en un nivel se
convierte en explícito en el siguiente nivel.”[26]
2. Relacion entre el lenguaje y los niveles: El lenguaje es una característica muy importante en
cada nivel, pues permite que a medida que un estudiante avanza en su proceso de aprendizaje de
las matemáticas, también mejora su lenguaje matemático.
3. Paso de un nivel a otro se produce de forma continua: El paso de un nivel a otro se realiza
de forma gradual y durante algún tiempo el estudiante se encontrará en un periodo de transición
en el que combinara dichos razonamientos.
En el libro “Una propuesta de fundamentación para la enseñanza de la geometría: El modelo de Van
Hiele de Adela Jaime Pastor, Ángel Gutiérrez Rodríguez, [14] los autores realizan una descripción de
los niveles de Van Hiele y del desarrollo de los niveles razonamiento desde lo descriptivo en el nivel
básico, hasta un nivel de deducción formal, en el cual los estudiantes alcanzan el máximo nivel de
razonamiento. También presentan directrices, llamadas directrices llamadas “fases de aprendizaje” ,
estas son actividades que ayudan al estudiante a alcanzar los diferentes niveles de razonamiento. Estas
fases establecen una organización que le permite al estudiante pasar de un nivel de razonamiento al
siguiente. A continuación se presentarán las caracteristicas de cada unade las cinco fases de aprendizaje:
1. Reconocimiento: Esta es una fase de información para el profesor, ya que le permite averiguar los
conocimientos previos de los estudiantes sobre el tema a tratar. Esta actividad es una ayuda para
que el docente no repita temas a los estudiantes. En esta primera fase los estudiantes reciben infor-
macion sobre el nuevo tema a tratar, los tipos de problemas a resolver, estrategias e instrumentos
que se usarán. Cuando el profesor conoce el nivel de sus estudiantes se puede omitir esta fase; por
ejemplo, cuando el profesor de un curso continúa con los estudiantes de forma contínua durante el
año o años siguientes.
2. Orientación dirigida: En esta fase se guía al estudiante mediante actividades y problemas (hechos
por el profesor o propuestos por los estudiantes) para que a partir de ellos aprendan los conceptos
y propiedades básicas del tema estudiado. Es necesario que las actividades establecidas estén diri-
gidas a la adquisición de conceptos, propiedades y definiciones. Asi mismo Van Hiele(1986, p 97)
menciona que “las actividades (de la segunda fase), si se seleccionan cuidadosamente, constituyen
la base adecuada del pensamiento de nivel superior.[26]
CAPÍTULO 3. COMPONENTE PEDAGÓGICO. 35
3. Explicitación: Una de las finalidades principales de la tercera fase, Gutiérrez (1990), es permitir
que los estudiantes intercambien sus experiencias, que expliquen de qué manera han resuelto las
actividades y comenten las regularidades observadas, todo dentro de un contexto de dialogo en el
grupo. Es intersante cuando surgen diversos puntos de vista, pues cuando cada estudiante justi-
fica su opinión analiza con más cuidado sus ideas (o las de un compañero), las ordena y procura
expresarlas con claridad.(Gutiérrez 1990, pp 334). Duarante esta fase el estudiante debe usar un
vocabulario adecuado al expresarse, permitiendo que se afiance el vocabulario aprendido durante el
anterior nivel.[14]
4. Orientación libre: En esta fase los estudiantes deberán usar los conocimientos adquiridos para desa-
rrollar actividades y resolver problemas con mayor complejidad que los propuestos en la fase 2. La
participación del profesor debe ser mínima ya que debe ser el estudiante quien encuentre soluciones
por sí mismo, aplicando los conceptos, propiedades y definiciones aprendidas.[14]
Los problemas planteados en esta fase deben ser abiertos, con varios caminos de resolución, esto
permitira que el estudiante combine y aplique lo aprendido.
5. Integración: En esta fase el profesor puede proporcionar ideas generales sobre el tema tratado, pero
no incluir conceptos o definiciónes nuevos al estudiante; solo debe ser acumulación, comparación y
combinación de cosas que ya se conoce.[14]. De igual forma Jaime y Gutiérrez dicen que completada
esta fase, el estudiante tendrá a su disposición una nueva red de relaciones mentales, más amplia
que la anterior y habra adquirido un nuevo nivel de razonamiento.
También hacen un análisis frente a como se debe evaluar al estudiante en cada nivel de razonamiento,
presentan algunos talleres o guías que pueden desarrollar los estudiantes de acuerdo con los niveles de
Van Hiele.
En el artículo “Un análisis del tratamiento de la semejanza en los documentos oficiales y textos escolares
de matemáticas en la segunda mitad del siglo XX,” Escudero (1999) [9] presenta un desarrollo histórico,
de la enseñanza del concepto de semejanza y del teorema de Thales durante los últimos cincuenta años,
sustentado con documentos curriculares y algunos textos de matemáticas.
En el estudio evidencia limitaciones de los textos para el manejo de estos temas, generadas a partir de
los cambios efectuados en documentos oficiales. El autor plantea la necesidad de construir un currícu-
lo nuevo, que incluya los conceptos clásicos y que señale la importancia de desarrollar varias maneras
de presentar la geometría euclidiana, que incluyan la utilizacion de sistemas de coordenadas, vetores y
transformaciones; que además aborde la construcción de problemas geométricos relacionados con la vida
cotidiana.
En otro artículo publicado en el 2003, “La semejanza como objeto de enseñanza – aprendizaje en la
relación entre el conocimiento profesional del profesor de matemáticas de enseñanza secundaria y su
práctica”, Escudero [10] destaca dos aspectos fundamentales para la enseñanza del concepto de semejanza,
vinculados con la propuesta de Lemonidis (1990)[15], sobre las formas de representación semiótica y su
uso:
Relación intrafigural: Donde se destaca la correspondencia entre elementos de una figura y los corres-
pondientes de su semejante estando ausente la idea de transformar una figura en otra.
La transformación geométrica: Donde se analiza la transformación de una figura en otra, distin-
guiendo la vista como útil y como objeto matemático.
Escudero menciona que los modos de representación y su uso, entendidos como posibilidades semióticas
de representar el contenido, son lenguaje natural, figurativo, numérico, simbólico, de situación y material
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concreto.
Burger, W.F (1986) en su artículo “Characterizing the Van Hiele levels of development in geometry”[3],
hace una descripción de los niveles de Van Hiele desde un estudio que se les hizo a 14 estudiantes de grado 1
hasta grado 12, más un estudiante de matemáticas de la universidad. Las pruebas eran grabadas en audio.
Primero hace un estudio de los dibujos que hacen los estudiantes de los triángulos y de los cuadriláteros
con base a las características que dan los entrevistadores. Entre las actividades que ellos realizaban están
dibujo, identificación, definición, clasificación, figura misteriosa, axiomas, teoremas y una demostración.
Esta última actividad desarrollada con los estudiantes de secundaria y con el estudiante universitario.
Una vez realizadas las entrevistas se hace un resumen de los resultados obtenidos a seis de los catorce
estudiantes y de los indicadores que tiene cada nivel de Van Hiele en esta investigación. De las obser-
vaciones y los resultados obtenidos, se encontró que varios de los estudiantes parecen estar en transición
entre niveles o se devuelven de nivel de acuerdo a las actividades desarrolladas.
3.2. La enseñanza de la congruencia y semejanza.
Los lineamientos curriculares en matemáticas[16], establecen que para el estudio de las matemáticas,
cada institución educativa tiene autonomía a la hora de desarrollar su currículo, basados en los artículos
artículos 20 al 31 de la Ley general de educación, donde se especifican los objetivos y las áreas básicas de
conocimiento para la educación básica y media. La propuesta curricular que se plasma en los lineamientos
curriculares [16], pretende cambiar el esquema tradicional de enseñanza de la matemática, al desarrollar
contenidos temáticos abstractos y formales que posteriormente se usan en la solución de problemas en un
contexto específico. Actualmente esto se omite aduciendo falta de tiempo en las instituciones educativas.
A su vez establece la importancia de relacionar las matemáticas con otras disciplinas, esto contribu-
ye al desarrollo integral de los estudiantes con la perspectiva de que puedan asumir los retos del siglo
XXI. Se propone una educación matemática que propicie aprendizajes de mayor alcance y más duraderos
que los tradicionales; que no sólo haga énfasis en el aprendizaje de conceptos y procedimientos sino en
procesos de pensamientos aplicables y útiles, que le permitan a los estudiantes a aprender cómo aprender.
Los lineamientos plantean una estructura curricular por pensamientos:
Pensamiento numérico y sistemas numéricos.
Pensamiento espacial y sistemas geométricos.
Pensamiento métrico y sistemas de medidas.
El pensamiento aleatorio y los sistemas de datos.
Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analíticos.
En el pensamiento geométrico, en el cual se esta enfocando este trabajo, propone enfatizar en la geometría
activa para el estudio de los sistemas geométricos y su representación en el espacio. Parte de la actividad
del estudiante y su confrontación con el mundo, dando prioridad a la actividad sobre la contemplación
pasiva de figuras y símbolos, a las operaciones sobre las relaciones y elementos de los sistemas y a la
importancia de las transformaciones en la comprensión aún de aquellos conceptos que a primera vista
parecen estáticos.
Esta conceptualización va inicialmente acompañada en un principio por gestos y palabras del lenguaje
común, hasta que los conceptos estén construidos a un nivel suficientemente estable para que el estudiante
mismos pueda proponer y evaluar posibles definiciones y simbolismos formales.
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Uno de los modelos que se proponen en los lineamientos es el modelo de Van Hiele ya que permiten
estructurar el estudio de la geometría, por medio de los niveles de pensamiento expuestos anteriormente.
Otro documento tenido en cuenta son los estándares básicos de competencias en Matemáticas [11] (2006) ,
donde se proponen los ejes temáticos que se deben abordar en cada área del conocimiento en las diferentes
instituciones educactivas. En el documento se distinguen dos tipos básicos de conocimiento matemático:
el conocimiento conceptual y el conocimiento procedimental. El primero está más cercano a la reflexión y
se caracteriza por ser conocimiento teórico, producido por la actividad cognitiva, muy rico en relaciones
entre sus componentes y con otros conocimientos; tiene un carácter declarativo y se asocia con el saber
qué y el saber por qué.
Por su parte, el conocimiento procedimental está más cercano a la acción y se relaciona con las técnicas y
las estrategias para representar conceptos y para transformar dichas representaciones; con las habilidades
y destrezas para elaborar, comparar y ejercitar algoritmos y para argumentar convincentemente. El co-
nocimiento procedimental ayuda a la construcción y refinamiento del conocimiento conceptual y permite
el uso eficaz, flexible y en contexto de los conceptos, proposiciones, teorías y modelos matemáticos; por
tanto, está asociado con el saber cómo.
Los estándares se encuentran organizados en cinco conjuntos de grados que también son llamados ciclos:
Ciclo 1: Grados primero, segundo y tercero.
Ciclo 2: Grados cuarto y quinto.
Ciclo 3: Grados sexto y séptimo.
Ciclo 4: Grados octavo y noveno.
Ciclo 5: Grados décimo y undécimo.
Esta distribución se hace para dar mayor flexibilidad a la distribución y organización de las actividades
dentro del tiempo escolar y para apoyar al docente en la organización de ambientes y situaciones de
aprendizaje significativo, que estimulen a los estudiantes a superar a lo largo de dichos ciclos los niveles
de competencia respectivos.
Como en este trabajo plantea el estudio de la semejanza y congruencia, los temas se desarrollan en el
pensamiento espacial y sistema geométrico. En los estándares básicos en matemáticas [11], encontramos
una propuesta desde primer ciclo hasta el cuarto. Las propuestas se relacionan en la tabla 3.1.
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3.3. Revisión de textos escolares:
La revisión de textos escolares la realice con el fin de identificar los temas que se abordan con relación
a la congruencia y semejanza de figuas y al desarrollo de los niveles que se plantean en el modelo de
Van Hiele, que refieren a la enseñanza de la geometría a nivel de básica secundaria. A su vez se quiere
encontrar relación entre los pensamientos y un tratamiento de la congruencia y semejanza con situaciones
problemas.
Los textos consultados son de los años (2007 - 2010), utilizados en el bachillerato y sirven de apoyo a los
docentes cuando preparan e imparten sus clases en el aula. A continuación se muestran las dos tablas 3.2
y 3.3 con los contenidos de los mismos, la primera es de: “Mi Aventura Matemática 6 a 9” de Benjamin
Plinio Rodriguez, Alberto Sáenz Olarte, Luis Pomplinio Beltrán Beltrán, Walter Abondano; editorial
Educativa 2010, y la segunda: “Nuevas matemáticas 7, 8 y 9” de Diana Costanza Salgado Rodriguez,
editorial Santillana 2007.
Al comparar los contenidos temáticos por grados y por editoriales son los temas abordados en cada uno
son similares y que en los últimos grados se desarrollan demostraciones propias para la llevar a la seme-
janza de triángulos usando el método directo o por reducción al absurdo. En los textos se desarrollan
los contenidos utilizando un lenguaje formal de las matemáticas particularmente de la geometría, don-
de se lleva al estudiante a realizar aplicación de las propiedades y construcción de figuras, segmentos y
solucionar problemas donde el tenga la capacidad de demostrar que una afirmación una es verdadera o no.
Por lo tanto se puede observar que la propuesta que se desarrolla en los textos tratan de llevar al estu-
diante que alcance a desarrollar en su totalidad los niveles de pensamiento de Van Hiele, particularmente
con los conceptos de semejanza y congruencia, pero al tratar de aplicarla al aula de clase a los estudiantes
de media no se alcanza a desarrollar esta propuesta curricular que se desarrolla en los textos de básica en
su totalidad por falta de tiempo y en algunas ocasiones ni siquiera se desarrolla este tipo de pensamiento
en el aula de clase.
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Tabla 3.1: Estándares de Semejanza y congruencia
GRADOS ESTANDAR NIVEL DE COMPLEJIDAD
1o − 3o Reconozco congruencia y seme-
janza entre figuras (ampliar, re-
ducir).
Reconozco y aplico traslaciones y
giros sobre una figura.
Es un nivel inicial de razonamiento, el concep-
to de semejanza y congruencia es estrictamen-
te visual y posiblemente no será preciso, con
base a la definición formal. Una primera defi-
nición de figuras semejantes que se puede dar
a los alumnos es que son figuras que tienen el
mismo aspecto pero tamaños diferentes, para
figuras congruentes se establece la relación son
iguales.
4o − 5o Identifico y justifico relaciones de
congruencia y semejanza entre fi-
guras.
Ya establece la diferencia entre ser semejante
y ser congruente, clasifica las figuras planas y
los sólidos, reconoce sus características y las
enuncia. Los alumnos pueden comenzar a ha-
cer medidas de ángulos, longitudes de lados,
calcular áreas y volúmenes (de los sólidos) que
sean semejantes. El estudio de la semejanza de
figuras está estrechamente relacionado con el
estudio del razonamiento proporcional.
6o − 7o Predigo y comparo los resultados
de aplicar transformaciones rígi-
das (traslaciones, rotaciones, re-
flexiones) y homotecias (amplia-
ciones y reducciones) sobre figu-
ras bidimensionales en situacio-
nes matemáticas y en el arte.
Resuelvo y formulo problemas
que involucren relaciones y pro-
piedades de semejanza y con-
gruencia usando representacio-
nes visuales.
El estudiante construye segmentos, ángulos y
verifica sus congruencias. También sigue ins-
trucciones para la construcción de figuras con
regla y compas. Establece comparaciones en-
tre figuras, las clasifica, reconoce sus propieda-
des y establece diferencias y semejanzas entre
los polígonos regulares e irregulares. Trans-
forma figuras mediante los movimientos en el
plano en los cuales novaría el área.
8o − 9o Conjeturo y verifico propiedades
de congruencias y semejanzas en-
tre figuras bidimensionales y en-
tre objetos tridimensionales en la
solución de problemas.
Reconozco y contrasto propieda-
des y relaciones geométricas uti-
lizadas en demostración de teo-
remas básicos (Pitágoras y Tha-
les).
Aplico y justifico criterios de
congruencias y semejanza entre
triángulos en la resolución y for-
mulación de problemas.
Al principio la noción de semejanza se desarro-
llará de manera intuitiva; después se podrá dar
una definición más precisa: Dos figuras son se-
mejantes si todos los ángulos son congruentes
y las longitudes de los lados correspondientes
son proporcionales. Determina si es posible
o no construir triángulos con algunas carac-
terísticas y de acuerdo a sus propiedades. Si
un lado de una figura semejante a otra es de
triple tamaño que el correspondiente en la fi-
gura pequeña, esa misma relación habrá entre
todas las restantes dimensiones. Si la razón
entre las longitudes correspondientes es de la
n, la razón entre las áreas será de 1 a n2, y la
razón entre los volúmenes será de 1 a n3. El
estudiante puede realizar demostraciones del
teorema de Thales o de Pitágoras y los aplica
en la solución de problemas.
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Tabla 3.2: Semejanza: Revisión de los textos de la Serie mi aventura matemática 6 a 9.
GRADO COMPONENTE TEMATICO DE
SEMEJANZA Y CONGRUENCIA
DESARROLLO DEL CONCEPTO DE SEME-
JANZA Y CONGRUENCIA
6
Definición de conceptos básicos de
geometría plana.
Ángulos, clasificación.
Triángulos, propiedades y clasifica-
ción.
Polígonos y su clasificación.
Movimientos en el plano.
No se hace una definición formal de los conceptos
de semejanza y congruencia. Se hace una aproxi-
mación del concepto de congruencia al tomar una
figura geométrica, trasladarla, rotarla o reflejarla,
no cambia su tamaño ni su forma. A si mismo
se hace una aproximación al concepto de seme-
janza cuando se explica el concepto de homotecia
cuando se habla de un factor de conversión.
7
Ángulos y su clasificación.
Propiedades de los triángulos.
Construcción y congruencia de
triángulos.
Puntos y líneas notables de un
triángulo.
Teorema de Thales.
Triángulos semejantes.
Teorema de Pitágoras.
Se hace una definición del concepto de congruen-
cia como: Dos figuras son congruentes si hay una
correspondencia entre los vértices, lados y ángu-
los que componen las figuras. También se hace
una explicación de la construcción de triángulos
con base a los criterios LAL, ALA, LLL. Se ha-
ce una explicación sobre segmentos proporciona-
les y aplican el teorema de Thales para encontrar
la medida de un segmento, conociendo los otros
tres. Se da una definición de triángulos semejan-
tes como: Dos figuras poligonales son semejantes
cuando sus ángulos respectivos son congruentes y
los lados respectivos de los polígonos son propor-
cionales. A su vez hace una explicación de los
criterios de semejanza de triángulos.
8
Figuras geométricas congruentes.
Propiedades de la relación de con-
gruencia.
Triángulos. Líneas y puntos nota-
bles.
Congruencia de triángulos.
Se define la congruencia de dos figuras geométricas
cuando tienen la misma forma y el mismo tama-
ño. También se hace una explicación de las pro-
piedades la congruencia para establecer que una
relación de congruencia es una relación de equiva-
lencia. Se realizan demostraciones de las propie-
dades de los triángulos y se explican cada uno de
los tres criterios de congruencia para triángulos.
9
Propiedades de los triángulos.
Teorema de Thales.
Semejanza de triángulos.
Teorema de Pitágoras.
Se define el teorema de Thales, como: Si varias pa-
ralelas determinan segmentos congruentes sobre
una transversal, también determinan segmentos
congruentes sobre cualquier otra transversal que
las corte. Si varias paralelas son cortadas por dos
secantes entonces los segmentos determinados so-
bre las secantes son proporcionales. Se desarrolla
la demostración y luego se desarrolla los criterios
de semejanza de triángulos con sus respectivas de-
mostraciones.
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Tabla 3.3: Semejanza: Revisión de los textos de la Serie Nuevas matemáticas 7 a 9.
GRADO COMPONENTE TEMATICO DE
SEMEJANZA Y CONGRUENCIA
DESARROLLO DEL CONCEPTO DE SEME-
JANZA Y CONGRUENCIA
7
Congruencia y semejanza.
Polígonos congruentes.
Polígonos Semejantes.
Homotecias.
Enuncia la definición de polígonos congruentes
cuando los lados y ángulos que se corresponden
tienen la misma medida. Posteriormente desarro-
llan los criterios de congruencia entre triángulos
y luego se desarrolla la parte de polígonos seme-
jantes de la siguiente manera: Dos polígonos son
semejantes si hay una correspondencia entre sus
vértices de tal manera que los ángulos correspon-
dientes son iguales y los lados correspondientes
son proporcionales.
8
Ángulos y su clasificación.
Propiedades de los triángulos.
Construcción y congruencia de
triángulos.
Puntos y líneas notables de un
triángulo.
Teorema de Pitágoras.
Criterios de congruencia de triángu-
los.
Se hace la definición general de figuras congruen-
tes como: Dos figuras geométricas son congruen-
tes si tienen exactamente la misma forma y el mis-
mo tamaño. Después hacen una definición más
formal llevándola a la congruencia de triángulos
de la siguiente manera: Dos triángulos son con-
gruentes si existe una correspondencia entre sus
vértices de manera que los lados y ángulos corres-
pondientes son congruentes.”
9
Semejanzas
Razón de dos segmentos.
Segmentos proporcionales.
Teorema de Thales.
Semejanza de Triángulos.
Criterios de semejanza de triángu-
los.
Semejanza de triángulos rectángu-
los.
En el comienzo de la unidad se hace una explica-
ción sobre que es demostración y los métodos de
demostración para posteriormente abordar la uni-
dad de semejanza. Se hace un recuento de que es
una razón, que es una proporción, razón entre seg-
mentos, Teorema de Thales que se enuncia como:
Si varias paralelas son cortadas por dos secantes,
entonces los segmentos determinados sobre las se-
cantes son proporcionales. Luego se hace una de-
mostración de este teorema, y las consecuencias
del mismo, para después llevarlo a la definición
general de polígonos semejantes en donde se esta-
blece que dos polígonos son semejantes si hay una
correspondencia entre los vértices de tal manera
que los ángulos correspondientes son congruentes
y los lados correspondientes son proporcionales.
Luego, se hace una explicación de los criterios de
semejanza de triángulos y posteriormente se deter-
mina la semejanza de triángulos rectángulos con
sus condiciones.
4.Propuesta Didáctica
Los lineamientos curriculares en matemáticas [16], plantean como propósito fundamental de la educación
matemática de los niveles de básica y media “contribuir al desarrollo del pensamiento matemático a
partir del trabajo con situaciones problemáticas provenientes del contexto sociocultural, de otras ciencias
o de las mismas matemáticas.” A su vez plantea la importancia del pensamiento espacial y sitemas geo-
métricos describiendolos como, “el conjunto de los procesos cognitivos mediante los cuales se construyen
y se manipulan las representaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus
transformaciones y sus diversas traducciones a representaciones materiales.”
Por ello es importante retomar en las instituciones educactivas la enseñanza de la geometría que tie-
ne como fin la exploración del espacio, el desarrollo de la imaginación tridimensional, la formulación y
discusión de problemas, jugar con las construcciones geometricas, diseños y realizar transformaciones o
movimentos en el plano que ayuden a los niños a fortalecer el pensamiento espacial y sistemas geométricos.
En el Colegio San Agustin IED jornada tarde a lo largo de los años, se ha visto la necesidad de organizar
un plan de asignatura para geometría en todos los niveles de educación básica, que sea unificado para
toda la institución puesto que no existe un plan de asignatura y cada docente del área de matemáticas,
dicta esta asignatura tomando algunos temas del pensamiento geométrico y métrico, que resulta siendo
repetitivo al pasar de los años o en ocasiones no lo dictan y se concentran en abordar más temas mate-
máticos dejando de lado los temas propios de la geometría.
Para que los estudiantes logren tener un mejor conocimiento de la geometría y puedan profundizar más
en estos contenidos, el colegio asignó una hora de geometría en cada curso una vez a la semana, que fue
incorporada al horario de clase desde grado sexto a grado noveno, con el fin de abordar todos los temas
concernientes a este tipo de pensamiento y en un futuro se pueda mejorar los resultados de los estudiantes
en pruebas de estado, o ingreso a la educación superior.
4.1. Descripción general de la propuesta.
Con el ánimo de fortalecer el pensamiento espacial y geométrico, se plantea la siguiente propuesta didác-
tica que está dirigida a los estudiantes y docentes de matemáticas de educación básica del colegio San
Agustin jornada tarde. Consta de dos partes:
La primera un plan de asignatura en geometría para los docentes de matemáticas, donde se plasman todos
los contenidos temáticos por periodos, para cada grado con los logros que los estudiantes deben alcanzar
para desarrollar cada uno de los pertinentes niveles de Van Hiele, como se plantea en los estándares
básicos en matemáticas y con apoyo de la revisión de textos escolares que se hizo en el capítulo anterior
(ver tablas 3.2 y 3.3 ), que sirva como referente a la hora de abordar los temas en la clase de geometría
y tengan una secuencia en los contenidos temáticos de esta asignatura.
La segunda llamada “Un mundo de formas y figuras” que consta de nueve unidades de guías didácticas,
una para cada curso dirigida a los estudiantes, donde se desarrollan aquellos preconceptos y temas rela-
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cionados con los conceptos de semejanza y congruencia para cada ciclo que es el eje temático propuesto
en este trabajo. Estas guías didácticas han sido elaboradas con base a las cinco fases de aprendizaje
y caracteristicas del modelo de enseñanza para la geometría de Van Hiele y proponen actividades que
llevan a los estudiantes a la comprensión y conocimiento de los conceptos básicos y puedan aplicarlo a la
resolución de problemas, contrucción y movimentos de figuras en el plano, no solo en torno a las guías sino
que también puedan utilizar herramientas tecnológicas como ofrece el programa geogebra para realizar
construcciones y transformaciones geométricas de manera interactiva y dinámica en el aula de clase.
A continuación se hace una descripción del plan de asignatura y de las guías que se desarrollaron en esta
propuesta didáctica.
4.2. Descripción del plan de asignatura de geometría de primero
a noveno grado.
En las siguientes tablas se hace una propuesta sobre el plan de asignatura de geometría que pretende
implementar en el colegio San Agustín tomando como base los lineamientos curriculares [16] y los están-
dares básicos en Matemáticas [11].
A continuación se hace un breve resumen de los contenidos propuestos en cada una de ellas:
Para desarrollar la propuesta de plan de asignatura en geometría de la Tabla 4.1 “Plan de asignatura
para Ciclo 1”, se plantean tres unidades una para cada grado (ver anexos 1,2 y 3). Cada una consta
de un paquete de guías, que busca fortalecer el primer nivel o de reconocimiento de Van Hiele,
donde los estudiantes aprendan conceptos básicos de geometría, relaciones espaciales básicas para
su estudio, figuras geométricas básicas y las reconozcan por su nombre. En las guías para grado
primero, se plantean actividades donde reconozcan algunas relaciones espaciales y conceptos básicos
de geometría, las lineas y su representación, clasificación y las cuatro figuras geométricas básicas e
introducir a los niños a la clasificación de polígonos por su número de lados. En las guías para grado
segundo, se plantea la clasificación de las rectas según su posición, rectas paralelas, perpendiculares,
clasificación de las figuras básicas por su número de lados, los principales cuerpos geométricos y su
clasificación. En las guías para grado tercero, se plantean actividades para aprender los conceptos
de segmentos, rectas y semirrectas, su notación geométrica, ángulos y su clasificación según su
amplitud, tríangulos y clasificación según la medida de sus lados y se inicia con el concepto básico
de congruencia.
Para desarrollar la propuesta de plan de asignatura en geometría de la Tabla 4.2 “Plan de asignatura
para Ciclo 2”, se plantean dos unidades una para cada grado (ver anexos 4 y 5). Cada una contiene
un paquete de guías donde se trabajan temas básicos de plano cartesiano, representación de puntos
en el plano, traslación, rotación, simetría, reflexión, conceptos básicos de congruencia y semejanza,
realizando actividades de reconocimiento de figuras semejantes por medio de la ampliacion y reduc-
cion utilizando como herramienta la cuadrícula. Con las actividades propuestas en estas guías se
busca alcanzar el segundo nivel o de análisis según Van Hiele.
Para desarrollar la propuesta de plan de asignatura en geometría de la Tabla 4.3 “Plan de asignatura
para Ciclo 3”, se plantean dos unidades una para cada grado (ver anexos 6 y 7). Se quiere forta-
lecer el tercer nivel de clasificación según Van Hiele, donde el estudiante realice transformaciones
geométricas más complejas realizando rotaciones, relexiones y homotecias de figuras geometricas
planas. también que clasifique ángulos según su suma y su posición, los triángulos sus propiedades
y los apliquen en la construcción de estas figuras en el programa geogebra. En el primer anexo se
desarrolla paso a paso la construcción de ángulos, triángulos, y movimentos en el plano enfocado
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a grado sexto. En el segundo anexo se plantea la elaboración de triángulos con sus propiedades,
líneas y puntos notables y polígonos congruentes para grado séptimo y puedan a su vez realizarlos
en el programa geogebra.
Para desarrollar la propuesta de plan de asignatura en geometría de la Tabla 4.4 “Plan de asignatura
para Ciclo 4”, se plantean dos unidades una para cada grado (ver anexos 8 y 9). Se plantean guías
que buscan potenciar el tercer nivel de deducción formal según Van Hiele. En ellas se busca que los
estudiantes, apliquen el teorema de Thales, los critérios de congruencia y semejanza de triángulos
en la solución de problemas. también se proponen unas demostraciones básicas para alcanzar este
nivel de pensamiento geométrico y puedan solucionar problemas aplicando los conceptos y teoremas
de la congruencia y semejanza.
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4.3. Descripción de las guías didácticas de primero a noveno.
Es importante que en el proceso enseñanza aprendizaje, el docente facilite al estudiante herramientas
necesarias que contribuyan satisfactoriamente a que él se desenvuelva frente a situaciones reales que se le
puedan presentar, además de la construcción de su propio conocimiento, haciendo uso de las habilidades
previamente adquiridas. Para la construcción del aprendizaje de los estudiantes, también se debe dar
relevancia a los preconceptos y presaberes frente a dicho proceso, ya que son base o mejor un punto de
partida en la adquisición de conocimiento, en otras palabras hacer uso de los aportes del aprendizaje
significativo como soporte clave en el desarrollo cognitivo de los estudiantes. Las guías didácticas en el
proceso educativo se caracterizan por ser una herramienta para el estudiante, donde se incluye la infor-
mación necesaria sobre la temática que se esta abordando y facilitar al mismo tiempo la construcción del
conocimiento de manera significativa.
La organización del currículo en las guías didácticas supone la adopción de otros criterios para la se-
lección de un objeto de estudio como son su nivel de significatividad, su capacidad para interrelacionar
conocimientos no necesariamente disciplinares o su capacidad de integrar activamente a los alumnos per-
mitiendole trabajar a su propio ritmo y organizar aducuadamente su tiempo. En muchas ocasiones la
estructura de la guía didáctica que proponen coincide con los mismos elementos curriculares (objetivos,
contenidos, actividades, criterios metodológicos y de evaluación, etc.) añadiendo tan sólo mayor especi-
ficidad, con una coherencia metodológica interna y por un período de tiempo determinado.
Para que una guía didáctica cumpla con su función debe tener: Ser agradable a la vista, el contenido debe
estar bien distribuido, tener gráficos y esquemas que le ayuden a recordar, no debe contener fotocopias
de textos, debe remitir al estudiante a consultar, investigar, construir, crear y luego organizarlas en un
portafolio para que permitan la autoevaluación y la coevaluación[17].
Las guías didácticas se diseñron teniendo en cuenta los siguientes componentes metodológicos:
1. Encabezado: Contiene los datos básicos del colegio, nombre de la asignatura, nombre del profesor,
espacio para el nombre del estudiante, curso, tiempo previsto para el desarrollo del tema, fecha.
2. Contenido: Temáticas que se esta abordando en la guía.
3. Objetivo: Finalidad o meta a alcanzar con el desarrollo de la guía didáctica.
4. Desarrollo de la actividad: Ubica al estudiante en el tema a tratar, su importancia y contiene una
situación de entrada o problema de inicio, para introducir al estudiante al tema a tratar, el cual
debe ser retomado y solucionado al finalizar la clase con todo el grupo. Un breve marco teórico que
le permite conceptualizar y recordar los componentes temáticos básicos que se desarrollaran a lo
largo de la guía. Se dan las instrucciones claras para su desarrollo, los materiales que se necesitaran,
procedimiento a seguir, ejemplos y ejercicios o actividades de aplicación del tema tratado.
5. Evaluacion: Actividades con el fin de determinar si se cumplió con el objetivo propuesto inicial-
mente.
Las guías didácticas desarrolladas en este trabajo se encuentran consignadas en los anexos.
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Tabla 4.1: Plan de asignatura Geometría para Ciclo 1.
OBJETIVO: Desarrollar habilidades básicas del pensamiento geométrico y espacial por medio del reco-
nocimiento de las formas físicas de los objetos a través de la exploración e interacción con su entorno, que
le permitan a los estudiantes desenvolverse en el espacio al que pertenece.
COMPETENCIAS MATEMÁTICAS:
1. RAZONAMIENTO.
2. PLANTEAMIENTO Y RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS
3. COMUNICATIVA.
GRADO PERIODO TEMAS LOGROS
1o PRIMERO Relaciones espaciales (Tama-
ño,encima - debajo, izquierda,
derecha, dentro y fuera).
Compara características entre obje-
tos como grande - mediano - peque-
ño, grueso - delgado, alto - bajo,
adelante - atrás , arriba - abajo.
SEGUNDO Líneas rectas y lineas curvas.
Lineas curvas (abiertas - cerradas).
Reconoce y dibuja líneas rectas, li-
neas curvas, lineas abiertas y cerra-
das.
TERCERO Figuras geométricas (clasificación) Clasifíca las figuras planas según su
forma, y según su número de lados.
CUARTO Sólidos geométricos características
básicas. Esfera, Cubo, Cono, Ci-
lindro.
Reconoce los diferentes cuerpos
geométricos en su contexto.
2o PRIMERO Relación entre forma y tamaño Clasifica objetos de su entorno de
acuerdo a su forma y tamaño.
Elabora dibujos de figuras de dife-
rentes formas y tamaños.
SEGUNDO Diferencias entre figuras geométri-
cas solidas y planas.
Dibuja y describe cuerpos o figuras
tridimensionales en distintas posi-
ciones y tamaños.
TERCERO Punto y líneas como trayectorias,
segmentos.
Reconoce los elementos básicos de
la geometría como punto, una línea
y una recta.
Dibuja los elementos básicos de la
geometría como punto, una línea y
una recta.
CUARTO Clasificación de rectas, intersecan-
tes y paralelas.
Dibuja y clasifica rectas intersecan-
tes y paralelas.
3o PRIMERO Ángulos, partes de un ángulo.
Clasificación de los ángulos según
su amplitud
Clasifica y dibuja ángulos según su
amplitud.
SEGUNDO Polígonos características generales.
Triángulos y su clasificación.
Clasifica los polígonos de acuerdo
con su número de lados y los rela-
ciona con objetos de su entorno.
Construye e identifica ángulos y
triángulos de acuerdo con sus
características.
TERCERO Nociones de horizontalidad, verti-
calidad,
paralelismo y perpendicularidad en
distintos contextos.
Reconoce nociones de horizonta-
lidad, verticalidad, paralelismo y
perpendicularidad en distintos con-
textos y su condición relativa con
respecto a diferentes sistemas de re-
ferencia.
CUARTO Congruencia, giros, desplazamien-
tos, voltear figuras.
Reconoce congruencia entre figuras.
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Tabla 4.2: Plan de asignatura Geometría para Ciclo 2.
OBJETIVO: Identificar características tangibles de objetos del entorno estableciendo relaciones con los
elementos y características de los cuerpos geométricos que puedan relacionarlos y aplicarlos a la solución
de problemas.
COMPETENCIAS MATEMÁTICAS:
1. RAZONAMIENTO.
2. PLANTEAMIENTO Y RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS
3. COMUNICATIVA.
GRADO PERIODO TEMAS LOGROS
4o PRIMERO Componentes de los objetos tridi-
mensionales (caras, lados).
Componentes de las figuras bidi-
mensionales (ángulos, vértices).
Reconoce los las caras y los lados
que componen los objetos tridimen-
sionales.
Explica las relaciones que encuentra
al comparar los objetos tridimensio-
nales con objetos de su entorno.
SEGUNDO Propiedades de los objetos geomé-
tricos.
Polígonos regulares e irregulares.
Establece diferencias entre polígo-
nos regulares e irregulares.
Nombra los elementos de un polí-
gono.
TERCERO Transformaciones: simetría, rota-
ción y
reflexión.
Conceptualización del concepto de
congruencia y semejanza.
Realiza y explica las transformacio-
nes al momento de manipular los
objetos bidimensionales.
Diferencia los conceptos de con-
gruencia y semejanza
Aplica el concepto de congruencia
al comparar objetos tridimensiona-
les.
Aplica el concepto de semejanza al
comparar objetos tridimensionales.
CUARTO El círculo y la circunferencia:
Partes del círculo y elementos de la
circunferencia.
Identifica los elementos que compo-
nen un círculo.
Reconoce las diferencias que hay
entre círculo y circunferencia.
Establece diferencias entre el círcu-
lo y los polígonos.
5o PRIMERO Objetos planos y sus componentes
(ángulos, vértices).
Propiedades de los Polígonos (cua-
driláteros y triángulos)
Identificación y relación entre los
componentes de una figura bidi-
mensional (ángulos y vértices)
SEGUNDO Transformaciones en el plano: Ro-
tación,
Traslación, Simetría, Homotecia.
Realización de movimientos de figu-
ras
planas en el plano cartesiano.
TERCERO Relaciones de congruencia
y semejanza.
Diferencia los conceptos de con-
gruencia y semejanza al momento
de trabajar con objetos geométri-
cos.
Aplica el concepto de congruencia
utilizando la simetría entre figuras
bidimensionales.
CUARTO Plano cartesiano Ubicación de parejas ordenadas en
el plano cartesiano.
Representacion en el plano carte-
siano de figuras planas.
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Tabla 4.3: Plan de asignatura Geometría para Ciclo 3.
OBJETIVO: Potenciar en los estudiantes el desarrollo del pensamiento geométrico, para que pueda
reconocer similitudes y diferencias de figuras planas y de los poliedros dando cuenta de sus propiedades,
características y elementos que los componen.
COMPETENCIAS MATEMÁTICAS:
1. RAZONAMIENTO.
2. PLANTEAMIENTO Y RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS
3. COMUNICATIVA.
GRADO PERIODO TEMAS LOGROS
6o PRIMERO Definición de conceptos básicos de
geometría plana.
Rectas paralelas y perpendiculares
Reconoce los conceptos básicos de
la geometría euclidiana.
Construye rectas paralelas y per-
pendiculares con base a una dada.
SEGUNDO Triángulos, propiedades y clasifica-
ción.
Líneas y puntos notables del trián-
gulo.
Construye triángulos, los clasifica e
identifica sus líneas y puntos nota-
bles.
TERCERO Polígonos y su clasificación.
Cuadriláteros, clasificación
Establece diferencias entre polígo-
nos regulares e irregulares.
Identifica las diferentes clases de
cuadriláteros y reconoce sus carac-
terísticas.
CUARTO Poliedros regulares.
Movimientos en el plano.
Identifica las partes de los polie-
dros.
Realiza movimientos en el plano co-
mo rotación, traslación reflexión y
homotecias.
7o PRIMERO Ángulos, clasificación,
Rectas paralelas y perpendiculares.
Clasifica los ángulos según su am-
plitud, posición y su suma.
Construye con regla y compas rec-
tas paralelas y perpendiculares.
SEGUNDO Triángulos, propiedades de los
triángulos, construcción de triángu-
los congruentes..
Clasifica los triángulos según la me-
dida de sus lados y ángulos y aplica
sus propiedades.
Construye triángulos congruentes
con base a los criterios de congruen-
cia y según las medidas dadas utili-
zando la regla, compas y transpor-
tador.
TERCERO Teorema de Pitágoras
Poliedros regulares e irregulares
Conoce y aplica correctamente el
teorema de Pitágoras.
Identifica los poliedros y los clasifi-
ca en regulares e irregulares.
CUARTO Composición de movimientos rígi-
dos.
Realiza y compone movimientos de
figuras en el plano, conservando la
forma y en ocasiones el tamaño con
ayuda de la regla, compas y trans-
portador.
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Tabla 4.4: Plan de asignatura Geometría para Ciclo 4.
OBJETIVO: Establecer la diferencia entre los conceptos de congruencia y semejanza de figuras y re-
laciona los criterios de la semejanza y congruencia en la solución de triángulos o en la demostración de
teoremas de Thales o de Pitágoras.
COMPETENCIAS MATEMÁTICAS:
1. RAZONAMIENTO.
2. PLANTEAMIENTO Y RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS
3. COMUNICATIVA.
GRADO PERIODO TEMAS LOGROS
8o PRIMERO Ángulos, clasificación.
Ángulos formados entre dos rectas
paralelas y una secante.
Reconoce los conceptos básicos de
la geometría euclidiana.
Construye con regla y compas la bi-
sectriz de un ángulo y la mediatriz
de un segmento.
Construye rectas paralelas y per-
pendiculares con base a una dada.
SEGUNDO Triángulos, propiedades y clasifica-
ción.
Líneas y puntos notables del trián-
gulo.
Construye triángulos, los clasifica e
identifica sus líneas y puntos nota-
bles.
TERCERO Triángulos congruentes
Teorema de Thales.
Conoce y aplica los postulados de
congruencia de triángulos.
Aplica los criterios de congruencia
de triángulos en la resolución y for-
mulación de problemas.
CUARTO Cuadriláteros y su clasificación.
Propiedades de los cuadriláteros
Utiliza las definiciones y propieda-
des específicas de los paralelogra-
mos (rectángulo, cuadrado, rombo,
trapecio), en la solución de proble-
mas.
Aplica los teoremas de segmento
medio para trapecios.
9o PRIMERO Introducción a los métodos de de-
mostración. Método directo, Méto-
do indirecto, Método por refutación
o contraejemplo.
Reconoce y aplica los diferentes mé-
todos de demostración en geome-
tría.
SEGUNDO Razones y proporciones
Teorema de Thales
Polígonos semejantes
Aplica las propiedades de la propor-
cionalidad en la solución de proble-
mas.
Aplica el teorema de Thales en la
solución de problemas.
Reconoce las condiciones para que
dos polígonos sean semejantes
TERCERO Semejanza de triángulos
Teorema de Pitágoras
Razones trigonométricas
Identifica los criterios de semejanza
de triángulos.
Aplica las razones trigonométricas
para ángulos agudos de un triángu-
lo rectángulo en la solución de pro-
blemas de su entorno.
CUARTO círculo y circunferencia
Elementos del círculo
Ángulos de la circunferencia y sus
medidas
Polígonos inscritos y circunscritos
Caracteriza las líneas y ángulos es-
peciales relacionados con la circun-
ferencia.
Construye polígonos inscritos y cir-
cunscritos.
Conclusiones
El estudio que se hizo sobre la historia de la congruencia y semejanza, permitió reflexionar sobre los con-
tenidos temáticos que habitualmente se enseñan de geometría, ya que al revisar los Elementos de Euclides
y los axiomas de Hilbert, se puede apreciar que no son tenidos en cuenta actualmente en la educación
básica y son de suma importancia para la enseñanza de la geometría. El desconocimiento de la historia
ha sido un factor determinante en la labor del profesor de matemáticas, que encuentra más fácil apoyarse
en los libros de texto tradicionales, que en las propias fuentes, donde tuvieron lugar el desarrollo de las
ideas matemáticas, perdiéndose la posibilidad en este proceso histórico, adquirir elementos que ayuden a
mejorar su práctica docente.
El componente pedagógico de este trabajo permitió conocer algunos estudios que se han realizado sobre
la enseñanza y aprendizaje de la geometría, para poder tener en cuenta la estructura que se requiere
en el pensamiento geométrico y así poder encadenar los temas que se deben desarrollar en un plan de
asignatura en geometría, teniendo en cuenta los estándares básicos en matemáticas y los lineamientos cu-
rriculares, que son la normatividad actual vigente que rige a las intictuciones educativas a nivel nacional.
Esta consulta fue muy importante realizarla porque permitió planear y organizar los temas de geometría
en el plan de asignatura, que se deben trabajar en cada ciclo y como se pueden abordar con diferente
nivel de profundidad de los ciclos 1 al ciclo 4 con base a los niveles de Van Hiele.
Al construir la propuesta didáctica, estudiando algunas herramientas metodológicas se opto por utilizar
las guías didácticas como instrumento de mediación pedagógica para enseñanza y aprendizaje de la geo-
metría. Para la elaboración de guías es importante tener clara la estructura y la intención con la cual
se elabora, para que al ser implementada en el aula sea apropiada para alcanzar los objetivos previstos
en la misma y sea agradable a los estudiantes a la hora de desarrollarlas. Las guías realizadas, donde se
abordan los conceptos de semejanza y congruencia, seran el inicio de un banco de guías para el área de
matemáticas en el Colegio San Agustin ya que actualmente en la institución no contamos con textos o
material de apoyo para realizar la clase de geometría.
El utilizar como material de apoyo el programa geogebra para la enseñanza de la geometría, puede ser
una herramienta didáctica para desarrollar actividades y prácticas donde los estudiantes apliquen los
temas vistos en clase de forma interactiva y más rápida, siguiendo paso a paso las instrucciones dadas
y luego por medio de la barra de navegación, puedan visualizar las construcciones y transformaciones
geométricas realizadas. La utilización este programa reduce el tiempo en algunos temas que por su nivel
de construcción son más complejos, demandan mucho tiempo en el aula de clase y se puede profundizar
más en la solución de problemas que involucren el pensamiento geométrico o abordar todos los temas
planteados en el plan de asignatura de este trabajo.
Es importante resaltar que esta propuesta didáctica se hizo teniendo en cuenta los niveles y las fases
de aprendizaje de Van Hiele, y se aplicaron en la elaboración de las guías didácticas para la clase de
geometría de los estudiantes del Colegio San Agustin jornada tarde.
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Recomendaciones
Las guías propuestas para los diferentes niveles fueron diseñados como una propuesta, es decir no han
sido aplicados a una población determinada; queda a juicio de la comunidad educativa, implementar los
talleres y realizar la evaluación correspondiente, que puede convertirse en un trabajo formal de una futura
investigación en la enseñanza de la geometría.
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